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Zum Auffinden von Feedbaekpartitionen
fiir endliche Automaten

Von KARL-ADOLF ZECH

0. Einleitung

Die vorliegende Note beschreibt eine Methode, fiir endliche Automaten Feed-
backpartitionen bzw. Feedbackiberdeckungen zu bestimmen.

Der auf der Grundlage des AusschlieBens ,,geschlossener Mengensequenzen®’
in DaBADGHAO [2] ermittelte Algorithmus ist fir eine rechentechnische Im-
plementierung nicht geeignet. Bei Verwendung der in [3] eingefithrten Divi-
sionsoperation fiir distributive Verbande kann jedoch eine maximale Feedback-
partition oder -iilberdeckung ohne grofen Aufwand ermittelt werden.

e bezeichne 4 =X, Z, f} einen endlichen Halbautomaten. Dabei ist Z die
Menge der Zustinde, X die der Fingangssignale und f eine Funktion von Z X X
in Z. Die Mengen X und Z sind endlich und nicht leer. Bine Uberdeckung von Z
ist eine Menge 7 von nichtleeren Teilmengen (Blocken) von Z mit {J =2
derart, daB aus B, B ¢n und BE B folgh: B = F’. Eine Zerlegung oder
Partition = von Z ist eine Uberdeckung, bei der alle Blocke paarweise durch-
schnittsfremd sind. Das Produki m-v zweier Uberdeckungen/Partitionen s
and T ist definiers durch max ({Bn B | Bemn B¢ 7}}, wobei durch den
Operator max alle Blocke gestrichen werden, die in einem anderen enthalten
sind. (Bei Partitionen geniigt offenbar die Bedingung, daB die leeren Schnitte
eliminiert sind.) Zwei Uberdeckungen/Partitionen 7 und 7 stehen in der Rela-
tion < (kleiner gleich, feiner gleich, @ < 1} zueinander, wenn fir jeden Block B
aus 7t ein Block B’ aus 7 existiert mit B € B’. Die Menge aller Tberdeckungen
einer Menge % bildet mit = einen i. allg. nicht-komplementdren, distributiven
Verband, die der Partitionen ist dagegen cin (i. allg. nicht-distributiver) relativ-
komplementdrer Verband. Fir zwel Tberdeckungen/Partitionen =z und 7 gilt
7 -7 = inf(m, 7). Das grofite Element der beiden Verbande ist jeweils 1 = {Z},
das Kkleinste die Zerlegung 0 in Einermengen. [, 7] heifit Partitions- (Uber-
deckungs-ypaar fir A, wenn es fir alle B aus @ and x aus X ein. B’ aust gibt mit
f(B, %) = B’. Das kleinste 7 mit dieser Bigenschaft existiert und heibt m(x),
das groBte derartige = fiir 7 heillt M(v). Die Operatoren m und M sind monoton.
Sei n die Zahl der Zustande von 4. Dann gilt M(0) = M0} ==p¢ M(M©0) = -
o = M(Mr-2(0)) =M=~1(0). Fir jede Partition oder Uberdeckung # ist ferner
m{M{z)) == Man beachte, dal der m-Operator fiir Partitionen s von dem-
jenigen fiir Uberdeckungen verschieden ist, wobei m(n) im Verband der Par-
titionen grofer sein kann als im Verband der Uberdeckungen. '
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Fiir belichige Uberdeckungen bzw. Partitionen 7 wird der Operator A* fir

i == 1 rekursiv folgendermalien definiert {vgl. [11}:
AXm) =m,
Ai+1{g) = n - m{A¥{m)) -

Dabei ist stets Ai+i{m) < A (n). 3

7 heilit Feedbackpartition (FF) bzw. -iiberdeckung (FU) fir A, wenn A%(z@} =0
ist. Im Verband der Uberdeckungen kann A»(r) fir die Partition zz Null sein
( ist FU), wihrend im Vorband. der Partitionen A%{m) == O (m ist keine FP} gilt.

Feedbackpartitionen bzw. -itberdeckungen eignen sich zur Bestimmung von
Fustandskodes fir endliche Automaten [1, 3, 4].

, a . . . .
Unter dem Quotienten — zweier Uberdeckungen ist dic Summe {Supremum)
T

alier der Uberdeckungen g zu verstehen, fir die g - v = = ist. Fiir belichige Tber-
deckungen gelten folgende Aussagen {vgl.[3]):

g
1. = =w;
T
. wT
g — T =T ETE
T T
n 7T
3, Wenn 7, 5 Tos $0— = —
31 Tz

It
4. Wenn t < m, so—{::l.

1. Ermittlung von Feedbackitberdeckungen
Wir definieren fiir eine beliebige Uberdeckung 7 rekursiv
Clz) = M™MO0),
o) = (575

1.1. Satz. Firi = 1 und alle v ist 1 z) = C10). 1
1.2. Satz. Wenn Uifr) = Ci+1(T), 50 Ci(t) = CTHi(r) fiir allej = 0. |
1.3. Satz. Fur jede Uberdeckung v und k = 1 ist @ =pg7 - C¥(z) eine FU.
Beweis. Wir zeigen zunschst Ai(m) < CF—1+1(r) firs = | induktiv wie folgt.
1. Alm) =z =1 - O%) = C¥(x);
9. Sei Aifm) < C¥—itir) far § =1 giltig. Wegen m(z}) = m{dYm)) =
= m{Ai(m)) ist m(Ai(n)) = m{4i(m)) - m(r).
Demzufolge gilt:
At z) = q - m(Ai()) =7 - C¥(z} - mir) - m{Ai(z))  (nachInduktionsvoraus-
= 1 - C¥x) - m(z) - m{C¥~i+1(z)) setzung)
CF -t

< - m(t)- C¥(z) T < C¥x) - Ck~i(z) = C¥I(7) .
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Aus der eben bewiesenen Behaupiung folgt A#(n) < M™0), also ist AFt(n) =
= A™(n) = 0, was zu zeigen war. §

14. Satz. Sei w eine FU und k so gewihlt, dufi m(A*(x)) = 0. Dann ist
CR+1() = 1,

Beweis. Wir zeigen A%~ +1(m) <L Oz} durch Induktion dber .
1. Fiir ¢ == 1 gilt wegen A%(x) < M*{() die Behauptung.

2. Sei die Behauptung fir ¢ = I giiltig. Dann ist A*¥~1+1mY) = 7 - m{A4~{=)),

alsom(44-1(m)) < Ab-+i(m) und A¥im) < M (,,A,k . (ff“,)ﬁ) < M (‘M lﬂ"‘)) <
; - 7 1 - wemln) |7
i) \ _ 141

Fiir © = k ergibt sich sr < C%(w) und somit C¥ () = M (1} = 1. 1

1.3 und 1.4 besagen, daBl eine Uberdeckung m genaw dann FU ist, wenn Iir
eine Uberdeckung 7 und ein & = 1 gilt: @ =7 - C¥(7).

2. Ermitthung von Feedbackpartitionen
Fir Partitionen v definieren wir rekursiv
Pi(z) = {M*0)},
1y e .
Pi+l{z) = max ({M{p) | o = T ist. Partition
fiir ein & aus Pi)}).

2.1. Batz. Fir ¢ = 1 und beliebige Partitionen t gibt es fiir jedes o aus PHr)
en o aus PPty mito < o' |

2.2, Satz. Wenn Pi(z) = Pitly), so Pir) = Pitiiz) fir alle 1 = 0. ||

2.3. Satz. Fir k= 1, jede Partition v und jedes o aus P¥z) ist v - ¢ eine
Feedbackpartition.

Beweis analog zu 1.3, |

24. Satz. Seln FP und k so gewdhlt, daff m(Ak(z)) = 0. Dann gibt es ein
o aue PE) mitw < oy,

Beweis. Wir zeigen dhnlich wie in 1.4 die Bezichung A¥-1+1(z) < g, fiir ein
gaus Plagyund alleé¢ = 1.

1. Fir ¢ = 1 ergibt sich A¥m) < ¢, = M*{0) ¢ Pl(=);

2. Sei die Behauptung fiir ¢ = I giiltig. — Wegen A¥~1+3(n) =z . m{A*~(z))
und der Induktionsvoraussetzung gilt
Ak ~1+1{m) 61

7t~ () 7t - m7)

m(4+Hm) =

A

fir ein ¢y aws Pl(x). Hs gibt eine maximale Partition Qé&) so dal}
o141 = pe M(p) die Behauptung erfills. § - mim)

2.3 und 2.4 bedeuten analog zu 1.3 und 1.4, dab = genau dann FP ist, wenn
st =1 « ¢ fiir eine Partition r und fiir ein o aus P¥z) (£ = 1) ist. Zur Ermittlung
von FP’s, die grofier als eine FP o sind, brauchen die Ausdriicke P*(p) nur fir
solche p untersucht zu werden, die Vergrébherungen von 1 sind.
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3. Beispiel

3

Wir betrachten den Automaten 4 = L&, Z, f] aus HarTMANIS/STEARNS [1]
S, 152 {(vgl. DABapgHAO [2]) mit

2
|0 1| 213 4 5 6|7
oo lo 6 70717 5115
ot |5 1 616 o 2|2 2 &9
77 5 L1 3 | 3 3
102 ]2 4 44 66 0

Wir setzen t; = (0—2 [/ 3—7). Esist m(ry) = 1 im Verband der Partitionen und
M(0) = M"(0) = 0.

tﬁ = (0,3/04/05/06/07/13/14/15/1,6/17/23/
[2425/2,6]27);

glmm(o,ﬁ/L5/2/3/4/7)g§.

Demzufolge: oy =pr M{p,) = (0,1 /24 ] 5-T7) ¢ Pz,);

A (0,1,5—7/0,1,3,4/2—4);

(51
0s=pr{0, 1,57 )2—4); 0, =pe M(0,) = (0—4 [ 5--7) ¢ P¥z,),
wobei
gﬁ = (0—4/0—2,5—7); and mit g, =pr g, ist 65 = 6y;
2
also ist oy oy = (0—2/3,4/5-7) FP.
Um eine evtl. grofiere FP zu finden, wird 7, vergrébert zu

T, = (0—4 [5-7).

Es ist
op == (0,1 /2—4/5,7]6) ¢ Pzy);
% (0,1,5,7/0,1,6/2-7):
2
. o
0z =nr (0,6 /1,5/2-4,7) =2
2
o5 = (0.1/2—4]5-7)¢ P¥z,);
B 01,3717 6= (0-4/5-T)c Pitr; L1,
* 2
also ist

=1, BP .
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4. Diskussion

Es wird gezeigt, wie man sebr schnell mit Hilfe der Divisionsoperation und
des M-Operators Feedbackpartitionen bzw. -iiberdeckungen ermittels. Auf-
wendiger ist natirlich die Erzeugung aller maximalen ¥I”s baw, F{I’s. Bei der
Algorithmierung dieses Problems geht man zweckmiBigerweise von allen
Partitionen aus, die aufer Blécken mit nur einem Zustand genaun einen Block
besitzen, der zweli Rlemente umfafit. s ist leicht festzustellen, welche von
ihnen keine ¥1s bzw. F{l’s sind. Diese werden gestrichen, wihrend M*(0)
hinzugefiigt wird. Anschliefend betrachtet man alle Vergréberungen, die
dadurch entstehen, daB jewsils zwel Blocke vereinigt werden. Bei Uberdeckun-
gen sind dariiberhinaus noch solche, die sich durch einfaches VergroBern ein-
zeiner Blocke ergeben, hinzuzufiigen. Vergroberungen v, fir die es eine bereifs
gefundene FP bzw. FU s mit w = = gibt, sind zu streichen. Mit Hilfe des Opera-
tors C® bzw. P* werden gemif 1.3 bzw, 2.3 ausgehend von den Vergroberungen
F17% bzw. FP's gebildet. Ist das Ergebnis grofier als die FP's bzw. F{’s, von
deren Vergroberung ausgegangen wurde, so sind von den noch nicht bearbeiteten
Vergroberungen diejenigen zu streichen, die & majorisiert. wird gestrichen,
wenn das nicht der Fall ist oder wenn m < M™{0). Nach Abbruch des Algorith-
mus licgen alle maximalen ¥P’s baw. ¥U's vor.

Betrachtet man die Beweise von 1.3 und 2.3, so erkennt man, dali in den Defi-
nitionen von €4+ und P+ als Nenner statt ¢ -m(r) auch v . m(A*+1=i{z))
stehen kénnte, ohne daB sich die angegebenen Aussagen dndern. Jedoch st
das einerseits verbunden mit dem zusiézlichen Aufwand, Aifrifiralle j=1,.., n
zu berechnen, aber andererseits mit dem Vorteil, daB die Ergebnisse 1. allg.
grofer sind als die nach Abschnitt 1 oder 2 ermittelten.

T existiert kein Kriteriwm dafir, wie die ,,Gite’* einer FP baw, F{ besiiglich
der durch sie festlegbaren Zustandskodes [3] ohne deren Berechnung cinzu-
schiitzen ist. Daher wird man sich in der Regel damit begniigen, nur einige
(evtl. maximale) Elemente des gesamten Baumes der FP’s bzw. der FU's zu
ermitteln.
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Kurzfassung

Feedbackpartitionen und Feedbackitherdsckungen eignen sich zur Bestimmung
aufwandsgiinstiger Zustandskodes fiir endliche Automaten [3]. Auf der Grundlage
einer in distributiven Verbénden definierbaren Bivisionsoperation far Tiberdeckun-
gen wird eine Moglichkeit vorgestellt, Feedbackpartitionen hzw. -Gberdeckungen
zu ermitteln.
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Abstract

Feedhack partitions and feedback covers can be used for generating economieal
state assignments for finite sequential automata [3]. A method is suggested for
finding feedback partitions or covers, respectively, which is based on cover division
definable in distributive lattices.

Pezrome

Paafenys ¥ TTOKPHTNA 06paTHOH CBASH MOMKHO [IPHMEHWTDL EAA HONUPOBAHMA
BHYTPEHHBIX COCTOAHNH ROHEUHBIX [TOCTEI0BATEIBHEIX aBTOMATAX HE

Iipemuiaraercsa Merol HaxOKIeHMA pasOuenHME H nokpeithit ofparmol cBasH,
HOTOPHNE OCHOBHBOETCH HA JEJIeHNH MORPHTHH, Beerna ollpeIeicHHpIX B THCTPHR-
CYTHBHBEK CIPYKTYDax.
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