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Eine Bemerkung iiber stochastische
Wahrheitsfunktionen und ihre Anwendung
in der Strukturtheorie stochastischer Automaten

Von Karr-Aporr Zecu?)

0. Einleitung

Die vorliegende Note untersucht in Veraligemeinerung der Theorie der
Booleschen Funktionen- und logischen Netze die Mbglichkeit, endliche sto-
chastische Antomaten durch , wahrscheinlichkeits*.Jogische Netze zu reali-
sieren, d. h. durch Netze, deren {logische) Bauelemente in threr Funktionsweise
wahrscheinlichkeitstheoretischen GesetzmaBigkeiten unterliegen, Ks wird ein
vollstindiges System fiir die als Verallgemeinerung der Booleschen Funktionen
zu verstechenden ,.stochastischen Wahrheitsfunktionen® angegeben und ge-
zelgt, dafl es fiir jeden endlichen stochastischen Automaten eine Boolesche
Kodierung seiner Eingabe- und Ausgabesignale und Zustinde gibt, fir die
man ein System unabhingig arbeitender wahrscheinlichkeitslogischer Netze
angeben kann, das den Automaten imitiert.

Ich danke der Forschungsgruppe ,,Grundlagen diskreter Systeme® im Bereich
Kybernetik/Rechentechnik der Sektion Mathematik der Humboldt-Universitit
zu Berlin fir die Anregungen, die mir bei der Diskussion der angesprochenen
Problematik zuteil wurden.

1. Stochastiseche Wahrheitsiunktionen

Eine n-stellige Boolesche Wahrheitsfunktion f ist eine eindeutige Abbil
dung, die jedem n-Tupel von Nullen und Einsen entweder eine Null oder eine
Fins zuordnet — oder, wahrscheinlichkeitstheoretisch formuliert, f ist eine
Abbildung von {0, 1}® in die Menge der determinierten Wahrscheinlichkeits-
mafe tiber {0, 1}.

Allgemeiner wollen wir nun den Begriff der stochastischen Wahrheitsfunktion
definieren. Wir vereinbaren zunidchst folgende Schreibweise. HEs sei 7 eine
reelle Zahl aus dem abgeschlossenen Intervall <0, 1> und ¢ aus {0, 1}, Dann ist

x, falls ¢ = 1,
xt =
e } —x, falls e = 0.
Ist fiar 1 = » = » 2, die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB an der »-ten Stelle des

n-stelligen Booleschen Vektors [e,, ..., e,] eine Kins steht, so gibt [l av
p=1

1} Institut fiir Nachrichtentechnik Berlin, Rechenzentrum, Arbeitsgruppe rechner-
gestiitzter Schaltungsentwurf (Direktor: Dr.-Ing. D. LooHMANN).

36 EKIK, Bd. T, Heft §



506 K.-A. Zrcn

die Wahrscheinlichkeit dafir an, daB [e,, .. ., e4] = [0y, . . ., 0,] ist, wenn die
Komponenten voneinander unabhéngig sind.

Definition 1 (vgl. Avaym [1]). Eine Funktion f von {0, 13" in die Menge
der diskreten Wahkrscheinlichkeitemale dber {0, 1} heillt stochastische Wahr-

heitsfunktion (karz: SWF), wenn sie fiir alle [z, . . ., #,] € {0, 15" der folgenden
Bedingung geniigt:
%
flzgs oo s wal (1) = ) Tz fleg, . - ., e,1(1). 1)
(€3, .04, ge] €48,1}% »=1

Die v-te Stelle des Argumentvektors wird also als die Wahrscheinlichkeit dafiir
interpretiert, daB an dieser Stelle eine HEins steht. Daher ist f bereits durch
die Werte fir die determinierten Argumente vollstindig bestimmt. Wir
schreiben vereinfachend fixz, ..., z,) anstatt flx,, ..., x,] (1) und betrachten
f als eindeutige Abbildung von {0, I>* in {0, 1},

Definition 2. Kine Menge 9 stochastischer Wahrheitsfunktionen heilit
in der Menge der SWF funktional vollsiindig, wenn jede SWE aus Funktionen
aus I unter Verwendung der folgenden Regeln erzeugt werden kann:

1. Substitution (an der i-ten Stelle). Gegeben seien die SWF f (n-stellig)
und g (m-stellig). Man bildet eine neue, {(n + m — 1})-stellige SWTF % durch die
Festsetzung
h(x‘l: RECREN xfaerWl) mef(xl: e iy, g{ﬂ?i, CECRES | a:1'+[mw1): Lifmms v+« xn—é—m-—-i) -

2. Transposition von Argumenten. Gegeben zei die n-stellige SWF f. Man
bildet eine neue n-stellige SWF g durch die Festlegung

9(&71, e Tty Ty Xipds .y By ﬁmf(xp Ce s B 1 T 1 By -, X))

3. Gleichsetzen wvon Argumenten. Es sei f eine (n + 1)-stellige SWF. Man
bildet eine neue n-stellige SWF g durch die Vorschrift

9'{5‘71» TR T '=xﬂ) =i
o flg, w2y, o e, {1 ) fla, o 0@y, -, 2, B
Diese Festlegung mul so getroffen werden, damit g wieder der Definition 1
geniigt. Denn das Gleichsetzen von Argumenten bedeutet zunidchst, dafi die
Gleichungen
9‘(3"1, B - 1: Tiidy - - o5 xn} :'_:f(xl: coaes B3, }-J Titls » v oy Ty ]-))
9‘(331, ey Tl 0: Ligedy o= vy xn) :f(xlﬁ R 0, Fivls oo s Eps @)

erfillt sind. Wegen Definition 1 ist ferner

gy, ooy By oo, By} =

== g(xl: ceea iy, 1: Eigels « = » mn) -+ (1 - IL‘?-) 9’(1’;; s B ) 0, Tigis oo vy .'L'") -

Daraus ergibt sich die aligemeine Formulierung.

1) Diese Definition ist etwas allgemeiner als bei Anim [1}, da sie auch fir Argu-
mente aus {0, 3% erkliré ist. Dadurch ist es moglich, die unter Definition 2
angegebenen Regeln unmittelbar anzuwenden.
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4. Hinzunahme von fiktiven Variablen. (Gegeben sei eine n-stellige SWF f.
Man bildet eine neue (n + 1)-stellige SWF g durch die Festsetzung
g(xp oy Ty, xn%l) ﬁZ[)ff{f":p PR w-rs) .

Wir geben nun einige spezielle SWF an und zeigen, dall die Menge dieser
Funktionen funktional vollstindig ist.

Definition 3. Esselen E und v reelle Zahlen mit ¥ ¢ (0, 1> undr ¢ {0, 1 — )
u {0}. Wir definieren

1. die Negation
NON (z) ==p; } — x;

2. die stochastische Konjunktion
ET[E] (2 y) = B -2 -y

(E heiBit das Gewicht der Konjunktion. Fur E = 1 ergibt sich die (deter-
minierte) et-Funktion, Ein funktionales Element, das eine ET-Funktion reali-
siert, kann also hochstens dann den Wert 1 ausgeben, wenn beide Argumente
den Wert 1 annehmen kénnen, F kann etwa als |, Sicherheitskoeffizient’* dieser
Funktion interpretiert werden);

3. die stochastische Allernative
VEL{E t]{(z.y) =i Efx{l — ) 4+ y{l —2)] + (£ +7)xy

(£ heilit das Gewichi, v das Inkrement der Alternative. F gibt die Wahrschein-
lichkeit dafiir an, dab die Funktion VEL [E, 1] den Wert | annimmt, wenn
genau eine Variable den Wert Eins und die andere den Wert Null annimmt.
Man wird im allgemeinen fordern, dafl eine Alternative desto sicherer den Wert
Eins annimmt, je mehr Argumentenvariable mit dem Wert ¥ins belegt sind.
Dieser Zuwachs wird durch v angegeben. Wie auch bei der ET-Funktion ist
der Wert filr das Arvgumentenpaar {0, 0] stets Null).

Zur Vereinfachung der Schreibweise legen wir fest:
L. BT (8 E' (2, y,2) =p: ET [E} (2, ET [E'] (y. )
=ETIE|{(ET[E (x,y},2)=EE zy=.
Entsprechend igh
ET [E] (g, - -, 2p) == B - Il
i=1

Dicse verallgemeinerte ET-Funktion ist in allen Argumenten assoziativ und
kommutativ.

2. Sind 7,1 bzw. 7" uninteressant, d. L. innerhalb der Beschrinkung be-
liebig wihlbar, so setzen wir

VEL [H B {u, v, w, @) =n
VEL [E, 7] (VEL [E, v} (u, v}, VEL [E', 7] {w, 2})
bzw. allgemeiner
VEL[E E'](z,, . . ., %:,) =p: VEL [E, 7] (VEL [£, 7,] (x5, ), . . .
oo, VEL B, 7] (@201, ¥20)) -

ig*
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Im determinierten Fall kann jede Alternative mit Hilfe der Substitutionsregel
aus der zweistelligen (elementaren) Alternative erzeugt werden, wobei die
Funktion assoziativ und kommutativ in allen Argumenten ist. Im stochastischen
Fall ist das im allgemeinen fiir > 0 nicht moglich. Wir konnen daher die
abkiirzende Schreibweise fir die verallgemeinerte VEL-Funktion nur dann ver-
wenden, wenn die Inkremente fiir die Betrachtung keine Rolle spielen.
3. VEL [E] &; =p; VEL{E] {2y, . . ., %) .
[T PR

Satz 1. Das System
M = {NON} u {ET B Ec(0, 1>} v {VEL[H, ]| Ec(0, 1)
Ated0, 1 — E)u{0}}
ist in der Menge aller SWF funktional vollsténdig.

Beweis. Hs geniigt, die Behauptung fiir determinierte Argumente zu be-
weisen (vgl. Definition 1). Wir zeigen, dafl jede n-stellige SWF f (n 2 1) aus
Funktionen aus M erzeugt werden kann.

Wihlen wir die Zahlen E, E,, . . ., By, derart, dali
1 =8 = max fles o o5 )
[e3, .+ -5 25]€{0, 137
und fir [, .. ., ex) € {0, 1m und fleg, .. ., eq) > 0

ist, se gilt
fles .-, en) = VEL [E]ET [E] (euf,...,ea:;).
PG R AT ! "

Den rechten Ausdruck der letzten Gleichung wollen wir stochastische kanonische
alternative Normalform (SKANF) nennen.

JIG -I
* T
Ly & . *
L
I'""'I [:"'I nl-.“_,
(&) | [ale) | | &l
L:Lm;,i
A ]

Wv—g;(xf,...,\rn)

Abb. 1. Realisierung einer n-stolligen SWF durch ein wahrscheinlick-
keitalogisches Netz [Korrektur: statt (Eza) lies (Ean)}
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Die Giltigkeit dieser Beziehung ist leicht einzusehen, wenn man beachtet,
daBl aus ET [£] (ell, Y ﬂ) =0 fir alle ve{l,...,n} die Gleichung
e, = of folgt. Daher ist stets hochstens eine Komponente der verallgemeinerten
VEL-Funktion groBer als Null. Aufgrimd der Festlegung der E; und E nimmt
der rechte Ausdruck genau dann einen positiven Wert an, wenn das auch fir
die linke Seite der Fall ist, und beide Werte stimmen iiberein.
Die SKANF ist mit Hilfe der Regeln 1—4 aus der NON-Funktion und aus
elem entaren ET- und VEL-Funktionen erzeughar. Damit ist der Satz bewiesen
(vgl Abb. 1}.

Definition 1 entspricht der Entwicklung von f nach den %, fir £ = 1. ¥ir
diesen Fall ist die Behauptung des Satzes also trivial.

Beispiel. Es ist die SKANF fiir die folgende 2-stellige SWF anzugeben:
w oy | fley)

1 0,81

0 0

i 00,27
0 1 0

1 1 0,45

Dann ist offenbar z. B.
f(els e’?.} = VEL EO.Q! (ET [{}’9} (1 — Oy I — 82) z ET [0’3} {61! L ‘9‘2) El
ET [0,5] (e, &)} -

2, Wahrscheinlichkeitslogisehe Netze

Unter einem. wahrscheinkichkeitslogischen Elementarautomaten € verstehen wir
cinen stochastischen Automaten mit bindrer Ausgabe dessen Eingabesignale
Boolesche Vektoren sind und der héchstens zwel Zustinde besitzt. Insbe-
sondere werden wir kombinatorische Elemente und bindire Verzogerungselemente
betrachten. Kin binidres Verzégerungselement 9} = [{0, 1}, {0, 1}, {0,1},4,4]
ist ein determinierter Automat mit (e, e,) = e, und (e, &) = & *).

Die Begriffe wahrscheinlichkeitslogisches Netz, wahrscheinlichkeitslogische
Vollstindigkeit und Vollstindigkeit einer Menge £ von Elementarautomaten
werden analog zu den entsprechenden Konzeptionen in [2], S. 83{f, 96/97,
definiert und sollen hier nicht weiter erldutert werden.

Aus Batz 1 folgt die

Bemerkung 2. Jede SWF kann durch ein Netz aus folgenden kombinato-
rischen Blementarautomaten realisiert werden {vgl. Abb. 1):

1. Negator = [{0,1}, {2}, 10, 1},2] mit Az, €) = €°(= 1 — e);
2. Stochastisches Konjunktionselement
'Q{E) = {{O: 1}X{0> 1}: {O: 11, {Z}, GE}

(Dabei ist B eine reelle Zahl aus (0, 1, und die Ergebnisfunktion Gz ist festge-
legt durch Gglz, [, ex]1(1) = £ ey e}*);

L Zur Bezeichnungsweize vgl, z. B. die Monographie Starxs, P.H, Abstrakte
Automaten. Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1964,
2} Wegen Z = {z} kann die Uberfithrungsfunkbion weggelassen werden.
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3. Stochastisches Alternativelement
B8, ) = [{0, 11 {0, 13, {0, 1}, {z}, Fn,:]
(Bsist BEe(0, 1) und 1€<0,1 — E)u {0} und Gy [z [e;, &1 (1) =
= F e (1 &) +ea(l —el)l +[E-+1le0).

Es erhebt gsich nun die Frage, ob man — &hnlich wie bei determinierten
diskreten Systemen — jeden endlichen stochastischen Automaten durch ein
Netz aus Elementarautomaten der Formen 1-—3 und Verzogerungselementen
imitieren kann. Im determinierten Fall ist das fir jede Boolesche Kodierung
der Kingabe- und Ausgabesignale und Zustinde dadurch moglich, dal} die
einzeinen Komponenten der entsprechenden Booleschen Uberfithrungs- und
Frgebnisfunktionen durch unabhingig arbeitende logische Netze realisiert
werden.

Tiir den stochastischen Fall bendtigen wir allerdings eine besondere Ko-
dierung, die es erlaubt, daf} die (stochastischen) Funktionen des stochastischen
Automaten durch unabhdngig arbeitende wahrscheinlichkeitslogische Netze
realisiert werden konnen. Der folgende Satz garantiert, daB fiir jede stocha-
stische Funktion eine derartige Boolesche Kodierung gefunden werden kann.
fir beruh# auf einem in [3] bewiesenen Satz tiber die Dekomposition stocha-
stischer Automaten.

Satz 3. Es seien Y und Z endliche nichtleere Mengen und f eine eindeutige
Abbildung von Y in die Menge der diskreten Wakrscheinlichkeitsmafie iiber 4.
Dann gibt es Zahlen s und §, eindeutige Abbildungen yp von Y'* = {0,134 auf ¥
und @ von Z% = {0, 1} auf Z und stochastische Wahrheitsfunktionen fr, .. ., [,

derart, duff fir alle [e,, . . .. e} € Y* und z ¢ Z gilt:
¢ s
flpler, - s 8)] (2) = > IT [fiey, . - ed]70.
{e;, Ce s;,] & g—1(z) =1

Die Abbildungen w und @ entsprechen praklisch einem Homomorphismus von
einem System, das die Funktionen f,, ..., [, realisiert, auf das System, das
frealisiert. Abb. 2 illustriert das anhand eines (im gewissen Sinne fkommudativen )
Diagramms.

Beweis. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir an, daf

Ye={1,...ompuond Z={1...., n} ist. Wir kodieren ¥ durch die Menge
Y = Zx{1,...,k}, wobel die ganze Zahlk grolier oder gleich%gewéhlt
wird. Die Menge {1, ..., k} bezeichnen wir mit X, die eindeutige Abbildung

von Y’ == ZxX auf ¥ mif y. Wir definieren eine newe Funktion F durch

Flz, 2] (') =i flylz. 2)] (2)

und haben damit das Problem auf ein Dekompositionsproblem zurackgefiihrt,
wenn wir 7 als Uberfilhrungsfunktior eines stochastischen Automaten mit X
als Eingabesignalmenge und Z als Zustandsmenge interpretieren. Der dadurch
definierte stochastische MEDWEDFEW-Automat besitzt eine Dekomposition in
bistabile Komponenten. Wird die Menge X noch durch Boolesche Vektoren
kodiert, erhilt man eine Kodierung der Mengen ¥ und Z, die mit den Uber.
fithrungsfunktionen der Komponenten der Dekomposition das Verlangte leistet.
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Korollar 4. Jeder endliche stochastische MoORE- Automat mit determinierter
Markierung (und damit jeder endliche stochastische Automat) kann durch ein
wahrscheinlichkeitslogisches Netz realistert werden (vgl. Abb. 3).

T3
el F (2] e
yey Z@] }_.,__,i zeZ
® ’ !
I < o ?
o ez s ey *={07F Lot el ez}
E H Iz 787 i o
3 .’VG{QT""’QS]J! W‘"T
| : .
! T
s T » j :
E =-—[f£[€7,...,£’sjef -—-m;wumﬁ-gé
| :
L Abb. 2
Eingabe
T7 wweilm
“n-i|-Za) £
® .
= N
. fz - ZZ x_’
: L
= - -
- £ [N
H ~ i i
Fr-7 ] » 'ézn-?;—_—.'
i | L
%9—» Verzggerungselement Y Y Vdusgabe
{Speichart

Abhb. 3. Realisierung eines stochastischen Moorz-Automater mit
determinierter Markierung und n Zustinden
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Beispiel. Es soll der stochastisehe Mepwepsew-Automat € = [{0,1}, {1, 2,3},
F] durch ein wahrscheinlichkeitslogisches Netz realisiert werden. F ist gegeben
durch die folgende Tabelle:

o vz s 2|3
1 Jos| o |os l I B R
2 o1 o6 |03 2 |02 o7 0l
3 o6 03 0] 3 |09 01| 0

Z = {1,2,8} wird kodiert durch Z* = (0, 1} % {0, 1}, wobei die Abbildung{
von #* auf Z folgendermaflen erklirt ist:

Cet=(qdl | f0,0] (0,11 [1,0] (L1]

L(z*) 1 1 2 3
Daraus ergibt sich fi:
[7: x,é}“ [0;0,01[1;0,0] £0;0,17 [1;0,1] [0;1,0][151, 0] {0; 1,17 11; 1, 1]

Ao 1 1 1/ 1/4 1 1 1/8 0
und fi:
[is . 41 (050,01 [150,0] [0;0,1] [1;0,1] [0;1,0] [1;1,0] {0;1,1] [1;1,1]
fo i 05 0,9 0,5 0,4 i 0,8 1 0.1

Diese Funktionen werden in der bekannten Weise (vgl. voriges Beispiel) durch ein
wahrscheinlichkeitslogisches Netz realisiert {s. Abb. 3).
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Kurzfassung
Es wird ein funktional vollstindiges System fiir die Menge der stochastischen
Wahrheitsfunktionen angegeben und gezeigt, dafi jeder endliche stochastische
Automat durch ein wahrscheinlichkeitslogisches Netz aus stochastischen ET-,
VEL- und NON-Elementen realisiert werden kann.

Abstract
In the paper is given a functional closed sysitem for the set of the stochastic
truth functions. Tt is shown that every finite stochastic automaton can be realized
as o stochastic logical net with the stochastic elements AND, OR, and NOT.

Peawaste
HawTes PyBRIEMOAATDHO TOAHOE CHCTeMe jUIf MHOHECTBa CTOXACTHYIECHHX
TOTRYSCHAX QYVHKONI ¥ HOKAZHBAIOTCA, UTO KHABN KOHEUHEIH CTOXAcTHUeCHHH
ARTOMAT MOKET OHTb pPeajH3OBAHO WaH CTOXACTHUYeCKHMIT JFOrHYeckHil cerb H3
croxactudeckux wmiemenron M, VIJIH  HET.
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