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Bemerkungen zur Theorie stochastisecher und nicht-
deterministischer Nervennetze !)

Von Karr-Avory Zrcm?)

In den letzten drei Jahrzehnten sind eine Reihe von Versuchen unternommen
worden, mit Hilfe der mathematischen Logik und der Hypothesen der modernen
Psychologie und Physiologie Modelle fir die Funktionen der menschlichen
Geistestitigheit technisch bzw. mathematisch zu konstruieren. Diese Versuche
haben einerseits das Ziel, in gewissen Grenzen sintelligentes Verhalten® nach-
zuahmen, um andererseits diesen Begriff exakter fassen zu kénnen.

Ein grundlegender Beitrag zn diesem Thema ist eine 1943 verdffentlichte
Arbeit von McCuLrLock und Prres?). Hier wird ein (abstrakter) Neuronenbegriff
festgelegt, der in der diskreten Betrachtungsweise bis heute groRe Bedeutung
besitzt. In [2] untersucht S.(C. Krzese die durch ein McCuvrrocH-Prrrs-
Nervennetz ,,unterscheidbaren” Klassen von Eingabesignalen (Reizen), d. h.
die Darstellung von Ereignissen. Ansdtze zur statistischen Iirfassung neuro-
physiologischer Vorgiinge kann man bei v. NEvMANN [3] finden, der die Korrek-
turmdglichkeit in Systemen untersucht, die aus unzuverldssigen Elementen be-
stehent),

Unter einem McCurLocn-Prrrs- Neuron verstehen wir ein System N mit zwei
fustinden, O und 1, zwei Ausgabesignalen, treibenden und khemmenden Knoten.
Die Eingabesignale von ¥ sind Boolesche Vektoren. N geht in den Zustand 1
iiber und gibt im néichsten Takt das Signal 1 aus (,.feuert) genau dann, wenn
mindestens s > 0 treibende Knoten »erregt” sind (d. b., da an jedem solchen
Knoten das Signal 1 anliegt) und wenn kein hemmender Knoten erregt ist. Das
Neuron geht in den Zustand 0 iber und gibt (einen Takt spiter) 0 aus, falls
weniger als ¢ treibende und/oder ein hemmender Knoten erregt sind. & ist der
Schwellenwert des Neurons.

Einv. NeuMany-Neuron ist ein System mit ebenfalls zwei Zusténder, 0 und 1.
¥s gebt in den Zustand 1 iiber {und gibt 1 aus), falls die Differenz der Anzahl
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der erregten treibenden Knoten und des Wertes einer (N charakterisierenden)
Funktion ¢ an der Stelle # groBer oder gleich Null ist, wenn ¢ eine reellwertige
Funktion tiber der Menge der natiirlichen Zahlen ist und n die Anzahl der er-
regten hemmenden Knoten von N bedeutet. ¢ heiBt Schwellenwertfunktion von
N und ist im allgemeinen monoton steigend.

Tin McCuinocH-Prrrs-Neuron ist daher ein v. NEUMANN-Neuron, wenn
o(0) = s ist und a(x) fiir & > 0 groBer ist als die Anzahl aller treibenden Knoten
von I¥.

Bei realen (biologischen) Neuronen kann der Schwellenwert als durch statisti-
sche Umwelteinfliisse zeitlich verdnderlich angesehen werden. Man konnte —
wie es zuweilen in der Literatur geschieht - dies in einem Modell dadurch er-
fassen, daBl man ,zufillige Eingabesignale™ einfithrt, die hemmende und/oder
treibende Knoten erregen. Wir gehen hier einen anderen Weg. In den fol genden
Abschnitten sind zwei Neuronen- und Nervennetzmodelle angegeben, die sto-
chastisch bzw. nicht-deterministisch arbeiten. Das ,stochastische Neuron™
geht bei Erregung einer Mindestanzahl von treibenden Knoten nur mit einer
gewissen Wahrseheinlichkeit in den aktiven Zustand iiber, die durch die Er-
regung weiterer treibender bzw. ddmpfender Knoten vergrofiert bzw. verkleinert
werden kann. Sie wird als die Wakrscheinlichkeit dafiir interpretiert, dafl der
Schwellenwert des realen Neurons {das durch dieses Modell beschrieben werden
soll) den Wert unterschreitet, der dem Potential der Mindestanzahl erregter
treibender Knoten entspricht, die nétig sind, damit das Neuron mit einer DOSE-
tiven Wahrscheinlichkeit feuert, falls kein ,,hemmender” Knoten {bzw. ddmp-
fender Knoten) erregt ist. Diese Mindestanzahl nennen wir den (abstrakien)
Schwellemwert des Neuronenmodells.

Entsprechendes gilt fiir das nicht-deterministische Neuron. Hier kennen wir
lediglich die Méglichkeiten der Reaktionen, zu denen das Neuron bei einer
gewissen Situation fihig ist. Daskannz. B. dadurch bedingt sein, dal zuwenig
Informationen vorhanden sind, am eine statistische Voraussage machen zu
konnen. Wir definieren zusidtzlich einen ,oberen Schwellenwert®, der das
kleinste ,,Aktionspotential® angibt, das notwendig ist, damit das Neuron mit
Sicherheit in den aktiven Zustand itbergeht, wenn kein hemmender Knoten
erregt ist.

Die Unterscheidung von ,dimpfenden’ (d. h. hemmenden Knoten, deren
Wirkung durch eine zusitzliche Anzahl von erregten treibenden Knoten kom-
pensiert werden kann) und ,hemmenden® Knoten (im Sinne von McCunrocn
und Prrrs), die wir in den folgenden Abschnitten treffen werden, stollt keine
eigentliche Komplizierung des Modells dar, da man einen hemmenden Knoten
auffassen kann als die Zusammenfassung geniigend vieler dimpfender Knoten.

Die Frage nach der Leistungsfibigkeit von derartigen Nervennetzen wird
aufgrund der Lrgebnisse von [7] beantwortet, indem gezeigh wird, daB jeder
abstrakte stochastische und nicht-deterministische Automat durch ein Nerven-
netz imitiert werden kann. Danach existiert zu jedem sequentiellen stochasti-
schen Operator ein bindres wahrscheinlichkeitslogisches Netz, das diesen erzeugt.

Diese Arbeit entstand innerhalb des Forschungs- und Ausbildungskollektivs
,,Abstrakte Auntomaten’ der Sektion Mathematik der Humboldt-Universitit
71 Berlin, Bereich Kybernetik/Rechentechnik.

Toh mochte an dieser Stelle besonders Herrn Doz, Dr. habil. P. I Starks fir
seine Unterstiitzung und kritischen Hinweise herzlich danken.

Zur Nomenklatur und Notation verweise ich auf die Arbeiten [5]—[7].
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1. Abstraktes stochastisches Neuron. Stochastisches Nervennetz

Definition 1.1. Das4-Tupel{a, d, &, o] heildt abstraktes stochastisches Newron -
{kurz: S-Neuron) ==pg

1. a,d,hsind natiirliche Zahlen mit ¢ > 0 und 4, & = 0.

2. Bezeichnen wir mit nz die Menge aller nichtnegativen ganzen Zahlen,
so ist ¢ eine eindeutige Abbildung von nz X mz X nz in das abgeschlossene

. Intervall 0, 15. Dabei ist ¢ in bezug auf die erste Komponente monoton stei-
gend und in bezug auf die zweite Komponente monoton fallend.

3. Das System N besitzt a treibende, d démpiende und & hemmende Knoten.
Die geordnete Menge aller Knoten heilit Eingabe von N.

4. N ist eine stochastische Komponente mit zwei Zustinden (0 und 1)) Die
Menge X der Eingabesignale von N besteht aus allen Booleschen Vektoren der
Linge @ + d 4+ h. Ist T(t), D(t), bzw. H(t) die Anzahl der erregten treibenden,
démpfenden bzw. hemmenden Knoten von N im Takt ¢, x ¢ X sz e = {01}
und F die Uberfihrungsfunktion von ¥, so gilt:

Flz, 2}(1) = o(T(t), D(t), H{1)) .
o heibit Schwellenwertfunktion von N. Die Ausgabe von N heilt Azon.
Wir beschriinken uns auf die Betrachtung des Spezialfalles
TEE + «(Tity — s) — D@},
a(T(5), Dit), Hit)) = falls Tty = s A H{t) = 0,
0 sonst ,
wenn gilt:
1, falls . > 1,
Ifg] = 30, falls 2 < 0,

. x sonst .

Axerr

®-0C-Oh--4

Fngabe e e T
d dimprende. J f
A lemmende ;

a treibende Anoten— Abb. 1. Stochastisches Neuron

!} Eine stochastische Komponente ist ein stochastischer Automat & — X, Y, 2, H]
mit ¥ = Z und Giz, 2]{z) = 1 fir alle z ¢ Z, we X. (Vgh [7], 8.209) Hier ist
aflerdings die Uberfithrungsfunktion F héchstens mittelbar tiber das Eingabe-
signal @ vom Zustand z abhéngig.
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Dabei sind 7, d positive reelle Zahlen, s eine positive ganze Zahl und E aus (0, 1).

s heilit Schwellenwert, B Grunderregbarkeit, v (statistisches) Erregungsinkre-
ment und § (statistisches) Erregungsdelrement von N.

Wir notieren N dann durch das 7-Tupel [a, d, %, E, s, 7, 81

Abb. 1 zeigt die symbolische Darstellung eines abstrakten stochastischen
Neurens dieser Art,

N =la,d b B, s 7,8 heiBt McCurrocu-Prers-Newron, falls d — 0 und
¥ =1 ist.

N =1la,d. h E, s, v,5] heilt delerminiertes stochustisches Neuwron, falls
o= =4 =1 ist.

N ==[a, d, b, o] heillt v. NEvMaN®-Neuron, falls 1 — O ist und es eine ein-
deutige, monotone Abbildung ¢ von nz in nz derart gibt, dab gilt:

o(T(5), Dity, H(t)) = I[T() — (D) -+ 17.

Definition 1.2. Der stochastische MEALY-Automat 0 — € 9. 8. 7.
mit determinierter Hrgebnisfunktion heifit stochastisches Nervenmetz (kurz:
S-Nervennetz) ==pp

1. ¢, 9 bzw. 3 sind die Mengen aller Booleschen Vektoren der (endlichen)
Linge m, I bzw. n, wobei m, [, » > 0 und m -+ n = [ ist.

2. Die Eingabe von R (Rezeptor) besteht aus m Eingabeneuronen (Rezeptor-
neuronen), Ky, ..., B, — Ein Eingabeneuron ist eine bistabile Komponente,
dessen Zustand im Takt ¢ (im gleichen Takt) von auBen eingestellt und iber
die Ausgabe (Axon) ausgegeben wird (vgl. Abb. 2).

3. M ist eine Verkniipfung von n stochastischen Neuronen N,, ..., N, und
der Eingabeneuronen %, ..., B, Ny, ..., N, nennen wir die inneren Newu-
ronen des Nervennetzes. Alle Neuronen von R arbeiten in der gleichen Zeit-
skala. Die Eingabe eines jeden inneren Neurons ist verkniipft mit dem Axon
mindestens eines Kingabeneurons oder eines inneren Neurons. Dabei kann ein
Axon mit Knoten mehrerer innerer Neuronen verbunden sein. Jedem Knofen
entspricht genau ein Axon.

4. N erfahrt einen Reiz, wenn die Rezeptorneuronen durch die , Umwelt*
in den Zustand 0 oder 1 versetzt werden. 3 erhilt in jedem Takt genaun einen
Reiz,

5. Eine geordnete Menge von I Axonen, die von inneren oder von Eingabe-
neurcnen ausgehen, bildet die Ausgabe von M.

Axon

Abb. 2. Eingabeneuron
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6. Das Axzon eines jeden inneren Neurons ist mit der Bingabe mindestens
eines anderen (inneren) Neurons verbunden oder/und gehort zur Ausgabe von %.

7. Die n-Tupel [e,, . . .., e,] von Zustinden e, der inneren Neuronen N, sind
die Zustinde von . :
Hs ist dann
F[{els s ey e?’i] ¥ [617 ey em}} ({eés FEERR e;'a]) s
. HP(V){B;il:ei:--‘:eﬂ.]; {81,...,67,@]),
=1

wenn Pit)e|z, x} die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, da8 sich das innere Neuron N,
im Takt § 4+ 1im Zustand e befindet, falls sich 9 im Takt £ im Zustand z befand
und das Eingabesignal « eingegeben wurde. — P®) igt durch N, und die Ver-
kniipfung aller Neuronen von 9 festgelegt.

G ist bestimmt durch die (geordnete) Menge aller Axone, die zur Ausgabe
von N gehdren.

2. Die Imitation endlicher stochastiseher Automaten
durch stochastisehe Nervennetze!)

Bs gilt zunidchst, den Begriff Imitation in geeigneter Weise zu definieren.
Man kann dabei von verschiedenen Gesichtspunkten ausgehen. Die Wahl dieser
oder jener Version wird davon abhingen, wie umfassend die Informationen
gein sollen, die ein ,,imitierender’* Automat iiber das Verhalten des |, imitierten®
Lefert,

Definition 2.1. € heiflt Imitation des stochastischen Auntomaten €, wenn @
homomorphes Bild eines Teilantomaten von § ist. '

¢ heilt schwache Imitation von §’, wenn @ Imitation eines stochastischen
. Automaten € und € zu einem Teilautomaten von €' dquivalent ist.

Definition 2.2. Es sei n eine nichtnegative, ganze Zahl. Das Tripel [£, {, 7]
heilt n-Homomorphismus von dem stochastischen Auntomaten € = [X, ¥, %, H}
auf den stochastischen Automaten € = [X’, Y’, Z’, H'] genau dann, wenn gilt:

1. [£. 0] is6 ein X —Z-Homomorphismus von dem zu € gehérenden Auto-
maten § = [X, Z, F] ohne Ausgabe auf den zu §' gehtrenden Automaten
@ =[X', Z', F'] ohne Ausgabe und

%. n ist eine eindeutige Abbildung von ¥ auf ¥ derart, daf fiir alle z ¢ Z,
Zed, pe WX), re X, ge YHP gils:

Hiz, pr] ({721 x Y7oy g) =
I HZE), E0)] () % {a}) - FI, £0] (21
zlle ’
§ leistet also mit einer Verzégerung von n Takten das Gleiche wie sein n-homo-

morphes Bild €. Offenbar ist jeder Homomorphismus ein 0-Homomorphismus
und amgekehrt.

'} Ich habe Herrn Doz, Dr. habil. P. 1. Svarxr fiir einige kritische Hinweise zu
danken, die zu einer wesentlich verbesserten Darstellung des Hauptsatzes fiihrten.
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Definition 2.3. Der stochastische Automat § — [X, Y, Z, H] heillt
n-Imitotion des Automsten €' = [X’, Y, %', H’], falls € n.homomorphes
Bild eines Feilautomaten von § ist.

Hilfssatz 1 (Stasse [5)). Zu jedem endlichen stochastischen Automaten
§ =X, T, % H] gibt es einen dguivalenten stochastischen Moorg- Automaten
C =[X,Y,Z x ¥, I, M1 mil delerminierter Markierung und einem Z-Homo-
morphismus { von § auf €.

Beweis. Wir definieren
Fi(z, yl. ] ([=, ']} =vc Hlz, 2}y, 2')s
, n 1, falls ' =9 ,
M Uzv ?/}} {y ) =nt { 0 sonst;
{lz yl) =me 2.
@' ist ein stochastischer Automat und £ ein Z-Homomorphismus von 8" auf €. §
Satz 2.1, Zu jeder X—Z-endlichen (stochastischen) Komponente € = [X,
{0, 1}, F) mit zwei Zustinden gibt es ein S-Nervennetz R(E) = [X, Z', F'], das €
imitiert.
Beweis. Zunichst codieren wir die Eingabesignale von € durch Boolesche
Vektoren. Es sei m eine natiirliche Zahl derart, dall mit

® mm{gep el Ao e{0, 1} A De, = 1}
A gl

Anz (€) = Anz (X) und m minimal ist.
Es sei ferner & eine eineindeutige Abbildung von X in €. Dann setzen wir

X# g EfX) = &y v Ty v e s By und_
X’ ﬁpf@U{[@,.,.,O]} Z}:)f(sje.
LRSS

m-mal
Das Netz RN(E) besteht aus Adnz (X) =k = Anz (X*) inneren 8-Neuronen
Ny, ..., N, und m Eingabensuronen X, ..., F,. Dabei ist (fir 1 <% = k)

N, ==p [0F, d*, ke, &%, E*, 1%, 6%, wobel fir =z =p; &Hax,) (z,¢X¥*) und
mn
PN [61, PR em] = A‘:a!_e'u gllt
Fw

@ —py 2 S, {k, falls F[1, 2] (1) > F{0, 21 {1},

0 sonst;
I {k falls 0 4 F[1,x] (1) < F[0, #] (1),
PE10 sonst;
0, falls F{1, 2] (1) >0v
h* =py m — X2, + v F[L, ] (1) = F[0, z] (1),

k& sonst;
0, falls F[0,2] (1} >0,
% =p¢ 2- T, 442, falls FL, 21(1) = F[0,2]{1) =01},
1 sonsk;

1y Tn diesem Falle wire das Neuron N, therflissig.
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F[0, 2] (1), falls [0, 2] (1) >0,
Br =g 3 FiL, 2} (1), falls 0 = F[0, 21 (1) < F[1, )(1),

p{0=p=1) sonst;

F[L, 2] (1) — F[0, 2] (1), falls

7* =p; F[1, 2] (1) > F[O, 21(1) >0,
1t > 0 (beliebig) sonst;
. Fio,21{1) — F[1, ] (1), falls
0% =py 0 < F[1, 2] (1) < F[O, 2] (1),
beliebig (> ) sonst .
Die Neuronen N,,..., N, werden untereinander wie folgt verschaltet. Hs
seiz, =[g,....¢;] Far 1 Zx, v = kund 1l < u < m wird das Axon von &,

verkniptt mit

zwel treibenden Knoten von N, falls e, =1,
einem hemmenden Knoten von N, sonst.

Das Axon von N, wird verbunden mit

treibenden Knoten von ¥,, falls #[1,2}{1) > F[0, 2]1(1),

einem {démpfenden Knoten von N, falls 0 <7 F[1, 2] (1) < F[0, 2] (1),
{ hemmenden Knoten von N, falls 0 = F[1, z] (1) < F[0, ] (1),
keinem Knoten von N, falls F[1, 27 (1) = F[0, 2] (1) .

(Die Ausgabe von (E) besteht aus der geordneten Menge aller Axone von
‘Nl? “ e ey 'Nl")

Hilfssatz 2. Es gibt cinen Teldautomaten N*E) von ME) = [@g, {[el,
P

s el A e, € {0, I}} s F’J und einen Homomorphismus [£, L] von N*E) auf €.
perl

(F’.ist dabei die durch die Verkniipfung der N, definierte Uberfihrungs-
funktion von R(E), die wir nicht allgemein untersuchen wollen.)

Beweis. Wir setzen
RHE) ==qy [X*, 2%, F*] mit
Z* :Di{[el, R /k\lep € {0, 1} A f;e, e {0, l}} und
F¥ sy B gas ve (di; Einschrénkun—g von Fauf % . X*),

Um zu zeigen, daB R*(€) ein Teilautomat von N{E) ist, haben wir fir alle
z € Z* x ¢ X* nachzuweisen, daf} gilt:

Filz 2] (Z%) = 1.
Wir setzen fiirz ¢ Z* und 2 ¢ X*

{z) =pp Xz und  £(x) ==pp & x) .

Sféi P (edley, . . ., e, «) die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf N, in den Zustand
& lUbergeht, wenn €} das Signal x aus X* empfingt und sich im Zustand
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fey, . .., e befindet. Mit {1,..., 4 ..., k}=pi{L, ..., B} {4} ist
Z F*{Z; Zl’:,,_.] (z’) ==
ZeZ*
F3
= 3 FHz ] ([0, ..., 0,1,0,...,0]) + F*z, ] ({0, ..., 0])
A=1 A

k &
= VT POOlz, x,) - PRz, o) + 1 PO Dz, w,)
A=1 vell, . k..., k) v=1
Behauptung. Es gilt die Bezichung

WL PO ) PO ) = FILE), £ ()
Pefl, e s HFivneark

Beweis. Fir x == » ist , = x,. Den Kinskomponenten von a, sind jeweils
zwei treibende Enoten von N, zugeordnet, wohingegen den Nullkomponenten
von z, hemmende Knoten entsprechen. Da z, von x, verschieden ist, wird
bei Eingabe von z, in N*(@) ein hemmender Knoten von N, erregt und/oder
es werden mindestens zwei treibende Knoten weniger erregt als bei Eingabe
von x,. (Das letztere kann auch nicht vermdge der Erregung eines weiteren
treibenden Knotens von N, durch ein aktives Neuron von Jt*(€) kompensiert
werden, da z € Z* hochstens eine Einskomponente enthilt, die dem Zustand
eines aktiven Neurons entspricht.) N, geht also mit Sicherheit in den passiven
Zustand {iber, d. h., es ist P¥N0iz, z,) = 1.

Es gilt also zu zeigen:

P 1z, z,) = F[L(z), Ex)] (1) -
Wir setzen £(,} == » und untersuchen die moglichen Fille:

a) F[1, 2} (1) > F[0, 2] (1) > 0. — N, feuert mit der Wahrscheinlichkeit
PNz, z,) = E#, falls ((z) = Xz =0 ist. In diesem Falle sind nimlich
s = 2. Xz, treibende und keine anderen Knoten erregt. Hsist £ = F[0, z] (1}
s FIEZ), Ex,)] (1) = PC(liz, ). Ist andernfalls {(z) == 1, so wird zusitzlich
ein treibender Kooten erregt, und es ist

Pz, m,) = E% v = F[0, 2] (1) + (F[1, =] (1} — F[0, 2] (1))
= F[lz), Exdi(1).

b} 0 < F[1, =] (1) < F[0, z] (1}. — Bs wird kein heromender Knoten erregt.
Tst £(z) = 0, so feuert N, mit der Wahrscheinlichkeit PX1lz, x,) = B* ==
= F[0, 2] (1) == F[{(z), £(z,)] (1) und mit B — & = F{0, 2] (1) — (F[0, 1 {1)
e FIL, 2} (1)) = Fil{z), &z,)] (1) = P#(1lz, z,), fails X'z = {{z) = 1 ist, da die
Axone aller Neuronen von R(E) verkniipft sind mit je einem didmpfenden
Knoten von N, wobei im letzten Fall genan ein Axon von ihnen erregt ist.

¢) 03 F[1, 2] (1) = F[0, ] (1). — Wieder wird kein hemmender Knoten er-
regt und die Axone der inneren Neuronen von $(€) sind nicht mit der Eingabe
von N verkniipft. Da der Schwellenwert s* gleich 2 - X', ist, feuert N, mit
der Wahrscheinlichkeit PH{1lz, x,) = E* = F[0, 1] (1) = F[{(z), &(=)] (1), un-
abhingig davon, ob Xz = £(z) gleich Fins oder gleich Null ist, also unabhingig
vom Zustand von M*{E).

d) 0 = F[0, 2] (1) <~ F[1, 2] {1). — Wie in den vorigen Fillen wird kein
hemmender Knoten erregt. Hs ist * = 2. X, + 1, also geht NV, mit Sicher-
heit in den Zustand 0 iiber, falls nicht mehr als 2 . X' z,, treibende Knoten erregt
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werden, also wemn Xz = {(2) == 0 ist. Daher gilt: P12, 2} = 0 =
= F[(2), £x,)] (1). Ist dagegen ({2} == 1, so fewert es mit Px(1)z, x,) — F*
== F{{z), £(w,)} {1}, da es ein aktives Neuron in *(@) gibt, das einen weiteren
treibenden Knoten erregt.

e} 0= F[1, 2] (1) < F[0,2]{1)., — In diesem Fall sind die Axcne aller
inneren Neuronen von R{E) verkniipft mit je einerm hemmenden Knoten von &,
Ist [(z) = 1, so ist PU3(lz, &) = 0 == F({(z), &lz,)] (1), und bei Z(z) = 0 gilt
P(1z, z,) = B* == F[{(z,), &(z)] (1).

f) 0 = F[1, 2} (1) = F[0, 2] (1). -~ Der Schwellenwert s* = 2 . Xz, -+ 2 ist
immer grofier als die Anzahl der erregten treibenden Knoten, so daBi P09(1)z,2,)
stets gleich Null ist.

Damit ist die Behauptung bewiesen, und es gilt:

L = FIE(), £w)] (1) + FLE(), E] (0)
= I P00 a,) POz ) 4 POOlz, 2,)
k}

vedli, ..,
k k
= 7 I, Pyy(0z, ) - PNz, @) -+ IT PO(0}z, z,)
A=3 wefl,..., 4 ..., k} y=1

= PH[z, @) (Z%) .
Gleichzeitig erkennt man, daB {£, {} ein X —Z-Homomorphismus von *(()
auf € ist, denn es gilt fir 2 € Z*, w ¢ X'*
2 FHzoe] @) = F¥e ] ((0,...,0,1,0,...,0])
1) %

2t e fy
= 1+ F[L(z), &(xa)] (1}

Hilfssatz 2 und Satz 2.1 sind damit bewiesen. ||

Satz 2.2, Zu jedem endlichen stochastischen MoorE- Automaten § = [X, ¥, 7',
B, M) mat determinierter Markierung und mehr als einem Zustand gibt es ein
S.Nervennetz R(E), das € l-imitiert. SUE) besitzt p inmere Newromen mit

.;n = dnz (X'} 240202 (Apz (Z7) — 1),

Beweis. Ist Anz(Z) > 2, so betrachten wir die nach Satz 3.2 aus {7]
konstruierte Dekomposition B = [X, ¥, 4, H]von §. Sie bestehe aus den Kom-
ponenten &, ..., C, (€ = [X,, Z, F,), Z; == {0, 1} und # = dnz (Z7) — 1).

Andernfalls (Anz (Z°) = 2) betrachten wir den zu € gehérigen MEpWEDIEW-
Automaten € = [X, Z’, #'] als Komponente und verfahren wie im Falle
komplizierterer MoonrE-Automaten.

Esist fir 1 <+ << n

X=X Zix. . -xf?{x, KBy =g XK Ty X K B X B K e X

Zum Zwecke einer einheitlichen Bezeichnung setzen wir Z, =17 X. Wir co-
dieren X; durch die Menge X! Booleschen Vektoren:

X*mezﬂlex...xéix..kxzﬂ)

wobel fiir 1 5§ < n folgendes festgelegt wird:

B ”
4= {[ep el A ey € {0, 1A Y, € {0, 1}
u=1 pre=1
Am o= Anz (X)) = Anz (X) - 1T Anz (Zy) = dnz (X) - 2270
k=1
k]
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Wir ordnen den Zustand 0 aus Z; = {0,1} dag m-Tupel [0, ...,
"
Zustand 1 die Menge aller m-Tupel [e, . .

Ferner sei

E =5 {{61, Ceay em]l

2

ity
ANe,e{6,1} A
=1

., ey mi

iy

K.-A. ZrcH

0] »zu und dem

t 3 e, =1
=1

2e = 1A
_ua-sl'

~ entire [1d (Anz (XN] + T =< my =< entive [Id (Ane (X)) + 2} .

Dann ist dnz () = Anz (%,). Es sei &, eine eincindeutige Abbildung von X
in & Dann setzen wir 20 =q; £,{X).

Definition, Esseifir 4 =0,...,%n

a == [2% 2 ...,

.
'
i

cLLEL =T 2, L.

el e 2T und 2, 2" ¢ Xt mit

A
AL P

Dann definieren wir die dquivalenzrelation ~ durch

ANVGGe{l, ... N\ {i} - 2 = 227

Mo & ey

o =

20 .

X/ entspricht dann eineindeutig einer Codierung (X} im Sinne von Satz 2.1:

Es sel @y = {26, %15+« -

~
2 By e s

Clee;) = [£o(20): 215 - -
Die Abbildung &' von X%/ auf C(X;) mit

EC (R0 2L .

A(
A

- T A

, zn) € Xi; dann ist

s
LA =pe 0 Xt XA, L 2]

ist eineindeutig. Wir identifizieren daher X% mit C(X,).

Hilfssatz 3. Fiir jede Komponente &, (i ¢ {1, ..., n}) der Dekomposilion D
existiert ein S-Nervennelz W(E,) == [X'%, Z%, F?, das €; imitierl. {Dabei ist X'i
die Menge aller Booleschen Vektoren, die X* enthill.)

Satz 2.2—-
Hilfssatz 3
Satz 2.1
Hilfzzatz 2

Satz 3.2 '
aus [7]

i
1

Hilfssatz 1

MY
u
— TE(E)

[&: 4]

hd
i

iz

&>

Ead

=

RN(Ey)
U
N @!1) S

&)

¥

R{Gy) > TH(Ey

s s TEy)
U

O ORE)
g

¢
s BU{ER) D HE,)
€5 Znl

.8
i
@1(——

i
€ (MoorEe-Automat}

[ Gl g, &;JE
v i

@:n# —— i}

Abb, 3. Ilustration zur Konstruktion des stochastischen Nervennetzes {€), das
den stochastischen Automaten € imitiert. Dabei bedeutet € ¢ &', dafi € ein Teil-

automat von € ist, € &= €, ..
., &, darstellt, und durch €

aus &, ..

&

homomorphes bew. 1-homomorphes Bild von € ist.

. » &, besagt, daBl € ein Netz bzw. eine Verkniipfung
§’ wird darauf hingewlesen, dafi €
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Beweis. Nach Satz 2.1 existiert ein S-Nervennetz W(E,) = [XY.., 27, F"9
mit den Eingabeneuronen Hi, ..., E:;w e E,f,in+i, .. .,E};?,er das §; imitiert.

(Es gibt also einen Teilautomaten N'*(€,;) = [XY/.., Z!, F¥] von WG, und
einen Homomorphismus [, (i} von N'*(€,) auf €;.) Esist dnz (X)) = 4nz(X,)
= Anz {X)- 21 = k. Wir betrachten das 8-Nervennetz MUE) = [X 2%, )
mit den my + (n — 1)k Eingabeneuronen Ei,..., Ei., ERlo., ..., Eh%,,
Bolio . Enle. .., E’:,;f‘;i, o, BE¥ , und k inneren S-Neuronen Ni, ..., NL

.Leﬁztere gehen hervor aus den inneren Neuronen IV, E, ..., Nivoun ' (€), indem
jeder Knoten, der einem der Eingabeneuronen Bhitr oo m, ey E;;%_;_MVGD
(€} entspricht, ersetzt wird durch k gleichartige Knoten. Die dem Eingabe-

nearon E,’;ﬁ, (v =1,...,4,...,n) nun entsprechenden k Knoten von‘N;
{g =1, ..., k) werden jeweils mit einem Kingabeneuron von E;,;:"+,, e E;;f‘+v
verkntipft, wihrend i, ..., £, mit der Eingabe von N} genauso verschaltet
werden, wie sie mit der Fingabe von N in %'(€,) verbunden waren.

Behauptung. Es existiert ein X -Homomorphismus & von dem Teilauto-
maten RNHE,) = [X*, 2%, F'] von RN(E,) auf den Teilautomaten N*(C,).

Wir setzen
. - o~ .,
G20 &t oo 2 2 )Y ey 20, A, L, X L, X

e 2, ), - U, L ()]

Dabei ist F* die Binschrinkung der Funktion F auf Z* x Xt  Wegen

& X > XY, fevert fiir v = 1,...,% — 1 genau ein Eingabeneuron von
Toadws e ,Ei’,;ﬁ, dann und nur dann, wenn das Eingabeneuron F,,_ ;, von
N*(€;) feuert, d. h., wenn ¥ z, = 1 ist.
Bei Eingabe von [29, 21, . . ., z?, .« 2" aus XV in M¥E;) reagiert dieses Netz

also genauso wie 9'*(€,) bei Bingabe von

s -
2% Xzt oo Xy X = E (R0 L8 L, )

§{ ist daher ein X-Homomorphismus von ¥ (€,) auf 9 * (&), damit ist [&, )] =ps
(6 0 &Y, i o Iu] ein X — Z-Homomorphismus von B*(@,) auf €,

Die S-Nervennetze R(E,), . . ., N(E,) werden nun zu einem neuen S-Nerven.
netz J{(E) untereinander verkniipft wie folgt: m, Bingabeneuronen By, ..., E,,
bilden die Eingabe von R(E). Dabei ersetzt B, {e=1,....m) das Eingabe-
neuron K, von R(E;) (i =1,..., n}. Das Eingabenecuron a4 e {1,...,
2y N A}, v e {1,..., k) von ME,) wird ersetzt durch das Axon des
inneren Neurons NJ des S-Nervennetzes MN(E;). Die Ausgabe von R(E)
besteht aus der geordneten Menge aller Axone der inneren Neuronen.

Behauptung. ME) ist eine I-Imitation von §.

Da € homomorphes Bild von D ist, geniigt es zu zeigen: Es existiert ein

% k2 —
Teilautomat N*@E) von NE) = [ZU, XL, X I F, G} und ein Homomor-

fa] i=1
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phismaus [£,Z, %] von N*{E) auf T. Wir setzen
NHE) =pr [20, 2%, Z*, %, 6%] mit 2% = X 2,
i=1

wobei fiir [22, ..., 2", (&% ..., 2% ] € Z%, 2% ¢ 20 gilt:
FHE, 0,2, 291 (Y ..., 2™
= I P 20, 2%, . .o, 2] (29 und

i=1
1, fall t = g,
GHE, ... 2L 2 (L, 2T) e s ii\lz #
’ (0 sonst.
Weiter definjieren wir flir 2 e Z (i =0, ..., n)
£(2%) =pr&; (=)
IS (ER g ) B W L 1 () IR A G I PRSI A
T]([Zl, PPN zn]) =DE MQOC([ZI: LR zn}) ) .
wenn g die durch M definierte Abbildung von Z in ¥ ist.

Wir zeigen, daB [£, £, 5] ein 1-Homomorphismus von N*(E) auf T ist. Fir
¥ 2, .., 2 e ¥ s =y, ... 2 €4, 20 €20 pe W(ZYund y e ¥ gilt:

() F*z*, 2% ((Yz)) = FILE*), §&9)] (2);
2} H¥* p2T{ ') X Y-t {y)
ZZ%;H (%), §(p)] ({2} % {g}) - Fiz', §(2°)] (=) -
Beweis. ad (1)

F*[Z*, ZO} (z**)

grw e £=1{z)
k173 . .
=y I Fet, [20, 20, ... oL, 2"]] (&)
(e, .., 2 e &Yz ji:ﬁl
s ”~ S
= 3 ... ) P {20,028, ..., 25 L 2" LIRS
2t ¢ Ci'i(z,) 2N e C;l(z,,) ==l

ii-ﬁ‘!{é‘i(zi), Ei{[zo) zi: vt ;1;’ LR zn})g (zl)

f

f_fl FIEE, EE), Gl o EE, - Cle)T (20
F

{[8al2Y). - s Lale™) &) (T2 - - -0 2a])
= FIC([Z", ..., 2"]) 5 §G°)] (2) = F[L(zF), §E0) &) -

f

ad (2). Wir beweisen diese Beziehung durch Induktion iiber die Ldnge von p.
Fiir p = e geht Bedingung (2) in (1) tiber und ist daher erfitllt. Sei Gleichung (2}
tiir alle p der Léinge n richtig. Wir behaupten ihre Giiltigkeit fiir alle pa ¢ W(Z2°)

mit {(p) = n und ze Z°:

1y WiZY) ist die freie Worthalbgruppe iiber Z9.
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Induktionsbehauptung :
H*a* pe2](GHz) X Y- g y))
= ,Z'sziﬁ(z*)» §p o) (=) x {gu}) - Fl, £ () -

Beweis. H*[z%, pa2'] ({2 ) X Y -y igy)) =
= Z‘H*[z*,’px] {27} X Y oq M) - H[z", 2°] ({z) X 57X @)

o = 2 A pe) () X Yo e PR ) €40)
2’ & 5t i
= 2 B0 @) HAT% pal () % T - 7i@)
277 & T—tpn1
— 3 PR G- X HUpal (12 X ¥ ep7(g)
ze My 2 ¢ {7H47)

(wegen Induktionsvoraussetzung:}

= ¥ FE )] () - 3 HLED, S0 ({5 % (9) - FIE 0] )

zepmi(y) ZeZ

= Y Flz, {0 (2) - H[C(2%), &{p )] ({7} X {g-pz)})
ze puiy)

= 5 H[*), Epx)] ({2} X {gy})- FIz & (2)
zeu My} .

= Y H[{z*). &) ({2} X {qy})- F[2 £29] (=) . |
ze Z

Satz 2.3. Zu jedem endlichen stochastischen Muary. dulomalen § = [X, ¥V, Z,
P, QY mit determinterter Ergebnisfunktion existiert ein S-Nervennetz, das §
vmitiert.

Beweis. Wir imitieren zuniichst die Dekomposition des zu & gehédrigen

TEpwEDIEW-Automaten § = [X, Z, F] wie in Satz 2.2,

Ist (@) das Nervennetz, das sich aus %(€) dadurch ergibt, dafl man die
Axone aller inneren und Eingabeneuronen von R(€) zur Ausgabe von R(E)
zusammenfalit, so ist |(E) eine Imitation von €.

Beweis. Es sei 1 die durch G definierte eindeutige Abbildung von £ » X
in ¥. Wir definieren dann die eindeutige Abbildung % von Z* x Z®in ¥ durch

1 =piho{{ X §).
Wegen
) 1, falls 2% == g% A 20 = 200
Kpd 0] ([p®% 400N =] 27 :
e, 2 % 2 = { g o
ist das Tripel [£, ¢, n] ein Homomorphismus von dem Teilautomaten J*(E)
== [Z08, 4% w 20, 2%, F*, (%] von R(E) auf €. §
Korollar 24, Zu jedem endlichen S-Automaten € existiert ein S-Nerven-
netz NE), das € 1-tmitiert oder imitiert.
Beweils. (Ist Anz (£) = Anz (¥) = 1, so wird € imitiert durch ein Neuron,
das nach anfinglicher Erregung standig aktiv ist (vgl. Abb. 4).)
Ist Anz (¥} > 1 und exfillt € nicht die Voraussetzungen der Sitze 2.1,
2.2 oder 2.3, o hilden wir den zu § dquivalenten stochastischen MooRE-Auto-
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& £ Leptire [l Anz (X)]+1
Abb. 4

maten mit determinierter Markierung nach Hilfssatz 1 und verfahren wie in
Satz 2.2. {

Beispiel. Kssei gegeben die Dekomposition ® = [{0}, ¥, {0,1} x {0, 1}, H]
eines autonomen S-Automaten. Die Ausgabefunktion sei determiniert. D be-
stehe ans den Komponenten §, = [{0}, {0, 1}, F,] und &, = [{[0, 0], {0, 13},
{0, 1}, F,], die schleifenfrei miteinander verkniipft sind. Dabei sind die Uber-
fithrungsfunktionen gegeben durch die folgenden Tabellen.

Fy: 0 o i1
0 0,4 | 0,6
1 0,9 |01

Fa: [0, 0] “ 0 \ 1 [0, 1] 0 1
0 “o7 o3 fo 0,6 | 0,4
T s o5 |1 0,1 | 0,9

Das Eingabesignal 0 des Systems codieren wir durch das Signal £,{0) = 1.
RNUE,) besteht aus einem Neuron N = [Z; 1: 0, 2: 0,6; (0,5); 0,6]. R(E,) besitzt
Anz (X,;) = 2 Neuronen N; und N, mit

Ny =pi[4;0; 15 2;03;0.2; %],
Ny =p [65 0505 4;0,4;0,5; %},
wenn x, = [1, 0] und x, = [1, 1] ist (m;, x, € X?; vgl. 5. 418).
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94, 05; 7

g6 (451, 95

Abb. 5. Beispiel

Da D unabhingig von der Umgebung arbeitet (autonom), kann man die
Eingabe ersetzen durch ein stets aktives Neuron (vgl. Abb. 5).

3. Abstraktes nicht-deterministisches Neuron.
. Nicht-deterministisches Nervennetz

Ahnlich wie in Abschnitt I definieren wir nun die Begriffe nicht-determi-
nistisches Neuron und nicht-deterministisches Nervennetz.

Definition 3.1. Das 4-Tupel ¥ = [a, d, b, p] heiBt nicht-deterministisches
Newron {ND-Neuwron) =

1. a, d und A sind natiirliche Zahlen mit ¢ > O und 4, % = 0.
2. p ist eine eindeutige Abbildung von nz ¥ mz X wz in die Menge {{1},
10,1}, {0}}.

3. N besitzt ¢ treibende, d dampfende und A hemmende Knoten. Die geord-
nete Menge aller Knoten heifit Eingabe von N.

4. N ist eine bistabile nicht-deterministische Komponente [X, {0,1}, f] (vgl.
[7] 8. 308). Die Menge X der Eingabesignale besteht aus den Booleschen Vek-
toren der Lange ¢ -+ d -+ h. Ist 7(), D(¢) bzw. H(#) die Anzahl der erregten
treibenden, dampfenden bzw. hemmenden Knoten von N im Takt ¢, x ¢ X
und z € {0,1}, so ist

o T8}, D), Ht)) = f(z, x) -

30 EIK, Bd. 6., Heft 7
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Wir beschrinken uns wieder auf einen Spezialfall: Es sejen s, 8 positive,
ganze Zahlen mit s = 8.

[0y, falls T¢) — D@ <svH® =1,
o(T(1), D(t), HB) = 1{0,1}  falls $ > T() — D) = 5
' 1y,  falls 7(t) — D) = S:

s heildt unterer, 8 oberer Schwellenwert von N. Wir notieren N durch das Quin-
tupel [a, 4, b, 8, 5].

Bemerkung. N ist ein McCurnocu-Prrrs-Neuron, falls s =S und d =0
ist. Tst s = 8, so bezeichnen wir N als determiniertes ND-Neuron.

Definition 3.2. Es sei N’ = [a, 4, h, o] ein S-Neuron und N =[a, d, k, 0]
ein ND-Neuron, Wir nennen N das zu N’ gehdrige ND-Neuron, notiert durch
N = ND (N), falls gilt:') ‘

{03, falls o (T{8), D), HH) =0,
S(T(0), Dit), H@)) = 1{0.1}, falls 0 <o (7). Die), HB) <1
{1}, falls o (T'(8), D), H)y=1.

Das nicht-deterministische Nervennetz {ND-Nervennetz) wird analog zum
Q. Nervennetz definiert. Wir geben lediglich die Definition der Uberfilbrungs-
funktion j des mit R == [, ¥. 3, f, y] notierten Nervennetzes aus den inneren
Neuronen Ny, ..., N, (Vi =[€ x {0,1}*% {01V, f]; ¢ ==1,...,7%) an:

filen - - ends {8100 o enl) =

"
= filei (e, v s B e’l:.‘.,e;,...,e;}).
=1

gow=

4, Die Imitation endlicher picht-deterministischer Automaten
dureh nieht-deterministische Nervennetze

Die Begriffe Imitation bzw. n-Imitation werden in gleicher Weise definiert
wie im stochastischen Fall. Es erscheint nicht sinnvoll, diese Definitionen hier
susfithrlich anzugeben.

Ahnlich wie das Korollar in Abschnitt 2 beweist man (unter Benutzung von
Aussagen, die den Sitzen 2.1, 2.2 und 2.3 entsprechen) den folgenden Sate:

Satz 4.1. Zu jedem endlichen ND-Aulomaten % existiert ein N.D-Nervennetz
N(B), das B imitiert oder I-imatiert.

Beweis. Nach dem Korollar 7.2 aus [7] existiert eine Dekomposition T
von B aus bistabilen Komponenten By, ..., B, mit determinierter Ausgabe.
Diese werden zunichst durch Nervennetze (%), .. -, N(3B,) derart imitiert,

1) Die Menge der durch Anwendung des Operators ND{ ) auf S8-Neuronen des Typs
[a, d, h, 8, F,7, 61 definierten N-Neuronen umfafit echt die Menge der durch obige
spezielie Definition der Abbildung ¢ charakterisierten ND-Neuronen. Letztere
erhilt man durch die Anwendung dieses Operators auf §.Neuronen mit 7 = &
und E < 7. Der untere Schwellenwert eines ND-Neurons N besagten Typs ist
gleich dem Schwellenwers ¢ des S-Neurons, das durch ND() auf N abgebildet

o
wird, wahrend der obere Schwellenwert gleich entireis -+ 1 = E:‘ + 1 ist.

T
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daB wieder jedem Eingabesignal der Komponente %, ein Neuron N! (1 < v
< dngz ( Xi)) zugecrdnet ist, das bei Eingabe einer geeigneten Codierung dieses
Slgnais wie die Komgonen’ce B; reagiert, wiahrend die anderen Neuronen
Ni ..., Ni_y, Niy1, ..., N, passiv bleiben. Die R(B;) werden dann ver-
knﬁpﬂ; Zu einem neten Netz L) = (W), das L) und damit B imitiert oder
I-imitiert.

Es ist an dieser Stelle iiberflussig, die Einzelheiten dieses Beweises aunszu-
iihren, da es nur eine Wiederholung der wesentlichen Gedanken des ent-

rechenden Beweises im sftochastischen Fall darstellen wiirde. Es ist jedoch
za bemerken, dafl wir einfachere ND-Neuronen zur Konstruktion der Imitation
eines ND-Automaten benutzen als diejenigen, welche sich durch Anwendung
des Operators ¥ND() auf die S-Neuronen der Form [a, d, &, s, &, 7, 8] ergeben
wiirden (vgl. Fulinote auf Seite 422).
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. Kurzfassung

Als Verallgemeinerung vorhandener mathematischer Neuronenmodelle (MoCus-
Loci/Pirrs und v. NEUMANN) werden die Begriffe abstraktes stochastisches baw,
nicht-deterministisches Neuron definiert. Hs wird bewiesen, dall es fir jeden end-
lichen stochastischen Automaten ein stochastisches Neuronennetz gibt, das diesen
{im wohldefiniertbn Sinne) imitiert. Fir den nicht-deterministischen Fall wird
dieser Beweis nur angedeutet. '

Abstract

The conceptions of the abstract stochastic and non-deterministic neuron respec.
tively are defined as generalizations of existing mathemabical nerve medels
(McCvrroon/Prrrs and v. NmumMaxw). It is proved that for every finite stochastie
automaton there exists a stochastic nerve net imitating that automaton in a well-
defined sense. For the non-deterministic case this proof is only indicated.

Peswate

Onpegensgescd DOHATHE a0CTPAKTHOIO CTOXACTHYECKOro W alCTPAKTHOrO Hege-
TEPMIEHECTHYECKOrO HelipoHa xax ofobuicHMe HMeIOHHXCH MATEMaTHYeCHHX MO-
meqeli Hefiponos (Monnanaoxa/Ilurrca n Heltvannma)., okasslpaercs, 94ro

30+
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A Je6oro KoOHeYHero CToXacTHyecKor0 AaBTOMATA CYHIECTRYET CroXaiTHdeckan
HeﬁpOHHaH ¢eTh, HMHTHDYHHIAA 2TO0T ABTOMAT B TOYHO I{et{)ﬂHH})OBaHHOM CMEICTE,
HJ'IH HeOeTePpMIHACTIYEeCHOT0 CIyYad 9710 JIOKa3aTeRCTBO JHIIL SATRATABACTCH,
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