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Feedback-orientierte Kodierung endlicher Automaten

Von Karvr-Avovr Zrcr!)

0. Einleitung

Diese Note gibt ein Verfahren fiir die Kodierung der inneren Zustinde end-
licher Automaten an, bei dem die Realisierung (digitale Schaltung) einem be-
stimmten Schema geniigt. Der Algorithmus erhebt nicht den Anspruch, streng
optimale Schaltungen zu liefern, jedoch wird erwartet, dal im Rahmen der
vorgegebenen Schaltungsstruktur ,,gute” Ergebnisse erzielt werden konnen.

Bis heute sind eine ganze Reihe von Arbeiten iiher die Sekundarkodierung
endlicher Automaten erschienen. Sie beschreiben entweder auf heuristischen
[3—5], statistischen [6] oder anderen {7.8,156—17] Grundlagen basierende
Kodierungsalgorithmen, oder sic machen die in der Theorie der Partitionen
und Uberdeckungen als »»InformationsfluBungleichungen‘ formulierbaren inter-
nen Abhéngigkeiten des Automaten fir eine Kodierung nutzbar [1, 9--12].

In HarRTMANIS/STEARNS (1] wird ein Formalismus fir die Beherrschung des
Informationsrickflusses angegeben, der fiir eine bestimmte Anordnung einer
digitalen Schaltung bzw. eines Automatennetzes auftritt. Die riickgekoppelte
Information tiber den gegenwirtigen Zustand, hier kurz Feedback genannt,
entspricht einer Partition bzw. Uberdeckung der Zustandsmenge. Davon aus-

ehend lassen sich Kodierungspartitionen recht einfach ermitteln. Diese sind
qgedoeh nicht eindeutig bestiramt, thre Fixierung hat einen wesentlichen EinfluB
auf den entstehenden Realisierungsaufwand.

Folgende Einschrinkungen sind zu berticksichtigen: 1) Es werden nur getak-
tete Verzogerungsspeicher (Delay.Flip-Flops) verwendet, und 2} die Ausgabe-
funktion des Automaten wird nicht mit betrachtet.

Zur Notation von Aussagen und Relationen wird die Syprache des Pradikaten.
Funktionen-Kalkils herangezogen (vgl. Starkz [2]).

1, Partitionen und Uberdeckungen der Zustandsmenge

Die in diesem Abschnitt nur kurz vorgestellte Theorie der Antomatenstruktn.-
ren wurde zu Beginn der Sechziger Jahre von den Mathematikern J. Harrmanis
und R. E. STeaRNS entwickelt und in [1] ausfihrlich dargestellt. Es ist fiir das
Verstindnis der folgenden Definitionen und Zusammenhinge vorteithaft, mit
ihren Grundlagen vertraut zu sein, i

Wir gehen in folgendem von dem endlichen Halbautomaten A = (X, Z, fi
aus. Dabei ist X die Menge der Eingabesignale und Z die der inneren Zustinde.

1) Institnt fiar Nachrichtentechnik Berlin, Rechenzentrum, Abteilung Technische
Probleme.
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Beide Mengen sind endlich und nicht leer. Die Uberfihrungsfunkiion f « Zw X -7
ordnet jedem gegenwirtigen Zustand z aus Z und Kingabesignal x aus X ein.
deutig einen Folgezustand z* = f(z, %) zu.

Das Verhalten einer digitalen Schaltung 8 kann durch einen endlichen Auto-
maten 4 beschrichen werden. Die Speicherbelegungen von § (BooLesche Vek-
toren) sind dann eindeutig den Zustinden von A zugeordnet. Offensichtlich
werden jedem einzelnen Speicher i von 8 darch jede seiner beiden maglichen Be-
jegungen 0 und 1 zwei Mengen N,(0) und N,(1) von Zusténden in A zugewiesen
mit N,(0) v Ny(1) = Z. Ist die Zuordnung der Speicherbelegungen zu den Zu-
stinden eineindeutig, so sind dic Uberdeckungen {N,(0), N(1)} Zerlegungen
von Z, in folgendem als Partitionen bezeichnet.

Die algebraische Strukturtheorie untersuecht umgekehrt den Zusammenhang
zwischen den Eigenschaften von Partitionen/ Uberdeckungen der Zustandsmenge
eines Automaten und der Struktur der Realisierung, die diesen entsprechen.

1.1. Definitionen und Aussagen

Sei Z eine endliche, nichtleere Menge.

(i) Bine Uberdeckung = von Z ist eine Teilmenge der Menge P*(Z} aller nicht-
leeren Teilmengen von Z mit {J# = Z und VBYB(B,BeanrB&HB —
— B = B’). Die Elemente von x heifien Bldcke, ihre Anzah! wird mit i)
hezeichnet.

(ii) Eine Zerlegung oder Partition 7 von Z ist eine Uberdeckung mit
VBYB(B,B cannBs B —~BnB =8).

(iii) Sei 7 eine Uberdeckung von Z. ~ heiBt die darch = induzierte Vertrig-
liehkeitsrelation @ber Z mit z 7 2’ e AB(Bem A iz 2’} & B)) fur 2,7 aus Z.
Ist 7z eine Partition, so ist o eine Aquivalenzrelation. Umgekehrt induziert
jede Vertraglichkeitsrelation R tiber Z eine Uberdeckung [Z/R] mit [Z{3] 2 &

und e R.

(iv) Seien # und v Uberdeckungen von Z. o heibt héchstens feiner (kleiner)
als 7 (m < 7), wenn VBOB (BenAB et AaBEHB) heiflt {(echt) ferner
(Rleiner) als t(w < %), wenn @ < v und 7 5 7.

(v} Da < eine antisymmetrische Relation ist, sind das Supremum sup(w, )
und das Infimum inf(z, v) fir zwei Uberdeckungen m und 7 eindeutig bestimmt.
Daher kénnen die Operationen -+ und - durch = -+ 7 =pt sup(r, T) und
% - T ==pg inflm, T) definiert werden. Bezeichnet Ikt die Menge aller Partitionen
bzw. Uberdeckungen von Z, so ist inf(I) = 0 die Zerlegung von Z in Einer-
mengen und 1 = sup(IM) = {Z}. 0 ist die Kinheit der Addition und 1 die der
Multiplikation. (IR, -+, > ist ein i a. nichi-distributiver, jedoch komplemen-
tirer Verband. Man beachte, daB zwischen dem Verband der Uberdeckungen
und dem der Partitionen von % wesentliche Unterschiede bestehen. So laflt
sich beweisen, daB far Partitionen s und 7 die Beziehung inf(m, 1) =
={BnBBecurB eranBnlb 0} und suplsz, 1) = {Bl{z,7'} & B «

o Tm3zyd o Tm (M Z2A {20 ot} S L AT =5 A = A Vi el
e — 1Y = zp 201 V 2 23a)) gelten, wiihrend bei Uberdeckungen inf{z, )
= max({B n B'|B ¢n A B’ €7}) und sup(w, 7} + = max(z v 7) ist.

Uberdeckungen notieren wir vereinfachend mit Hilfe einer durch Schrig-
striche getrennten Angabe aller Blocke. Beispielsweise schreiben wir fir
7= {{1,2,3},{45,6},{6, 7} kurzm == [1, 2,3 j4,8,6/[6,7].
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Beispiele. 0 = /1,2,3/4,5/68/ undz = [1,2 /3, 6/4, 5/ sind Partitionen
mitinf(m, 7) =7 v~ [1,2/3 /4,5 6/undsup(m,7)=mx + v = 1,2,3,6/4,5/.
Tm Verband der Uberdeckungen aber ist sup{m, 7) = /1, 2,3 /3,6 [ 4, 5/.

Man kann den Begriff der Uberdeckung mit dem der Information verbin-
den: Die Information iiber einen Zustand bei Kenntnis des ihn enthaltenden
Blockes ist um so groBer, je feiner die Uberdeckung ist.

Im folgenden seienz, v und ¢ stets Partitionen bzw. Uberdeckungen von der
Zustandsmenge Z des Automaten 4.

1.2. Definition. [s, 7] heiBt Partitionspaar baw. Uberdeckungspaar fir A
(kurz: PP bzw. UP), wenn VaVBIB (e X A Ben A B er Af(B, x) S B,
wobel unter f(B, r) die Vereinigung {J {f(z, x)} zu verstehen ist.

z¢ B

Beispiel. Fir 4 = [{0,1,2}, {1,2,3, 4,5}, f] mit

|

HHB

ist beizm = /1,4 [3/2,5/und 7 = [1,4/2,38,5 ] [z, 7] ein PP.

1.3. Definition. (i) m{n) =p¢inf{{z][s, 7] ist PP} entspricht der maai-
malen Information, die man tiber die Folgezustinde von A erhilt, wenn man als
Ausgangsinformation nur den Block von = kennt, in dem sich der gegenwirtige
Zustand befindet ([sr, m{m)] ist PP},

(i) M(z) =p¢sup({milz, v] ist PP}) ist die minimale Information, die man
bendtigt, um die Folgezusténde in 4 bis auf ~ zu bestimmen, 4. h. die grobste

. aller derjenigen Uberdeckungen/Partitionen 7, fir die [n, ] PP ist.
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Beispiel. Fiir den unter 1.2 angegebenen Automaten ist mitz = (1,3, 4/ 2,5/
und v =/1,4/2,3,5/ [n t] ein PPim Verband der Partitionen. Awuch mit
T>7 = (1,4/3,5/]2] ist [n, 7'} PP, wobei 7" = m(zn). Umgekehrt ist M(z)
= M(t') = 7.

14, Batz. {Ly, +, > und {(Lp, +,-> bilden mit £y = {[7,7)|% und v sind
Uberdeckungen und [, 7] ist UP fir A}, ¥p = {[o, iz uwnd t sind Partitionen
und [7e, 7] tst PP fiir 4} sowie

e 7]+ &7 =l + a7+ 77 und
[m.1] - [®.7) =pelm-7,7 7]

einern. Verband. §
1.6, SBatzn.l) (i) Wenn n = 1, 0 min) = m(1) sowie M{n) = Mit).
(i} mm-1) = mix) - mlz) .
(i) Mim-7) = Mx)  M{z).
(iv) M(mz) Z=. I

1y Vel [1], S. 64 £.
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1.7. Definition. m{n) =p f{{z|VBIB (Becnw Aa B e A Va(ze X —
- {B, z) & B'))}}. [m, {z)] ist ein PP, bei dem fir jeden Block B aus m der
Block B’ von 7, in den B iibergeht, nicht vom Eingabesignal abhingt, sondern
nur von B, Offensichtlich ist #(n) = miz).

Beispiel. Firdenunter 1.2 angegebenen Automaten ist mitw — /1,3,4/2,5/
und 7 == [1,3,4,5/2, 3,4/ min) =17 im Verband der Uberdeckungen.
2, Die Theorie der riickgekoppelten Information

Es soll nun eine Einfithrung in die in [1] dargestellte Feedbacktheorie gegeben
werden. Dazu betrachten wir das Schema von Abb. 1, dem jede digitale
{synchrone} Schaltung geniigt.

[T

[t d ey oo e
- P ey
l—x
1 8hife r 2 Stufe Feto Stufe

z
P Komponendie,
Cu e g i exlenn
e gosteuert wird

Abb. 1. Feedback-Schema eines Automaten

Der mit 1, bezeichnete Block realisiert eine Funktion von Z in eine Menge 8
und induziert somit eine Partition 5 iher Z durch 2 ~ 2 o Aqlr) = A (2"}, st

A, mehrdeutig, so ist @ eine Uberdeckung. 7 heilit Feedback-Partition bzw.
-Uberdeckung. Die ,rickgefihrten® Signale s aus § geben an, in welchem
Block B = A3%(s) von = sich der gegenwirtige Zustand der Schaltung befindet.

2.1. Definition. Seix eine Partition bzw. Uberdeckung von Z. Wir defi-
nieren den Operator 4% (4 = 1) rekursiv wie folgt:

ANg) =m ;
Aitlm) = 7 - m{dYm)) .
Sei n die Zahl der Zustinde des zugrundegelegten Automaten 4. Unter ,,Pax-

tition‘* wollen wir — falls nicht anders vermerkt — auch Uberdeckungen ver-
stehen,

2.2, Satz.)) (i) Wenn i = 4§, so d¥=) = Aln) ;

(il Wenn § = n, so Aix) = A"@x);

(i) Wenn i > § und Al(x) == AT+Hm), s0
) = A¥(w). ¥

2.3. Batz. = ist genau dann als Feedbuck-Partition gemifi Abb. 1 verwend-
bar, wenn A™m) = 0. §

Abb. 2 veranschaulicht die Bedeutung des Operators Al A¥z) ist die am
Eingang der i-ten ,,Stufe zur Verfigung stehende Information iiber den gegen-

1) Vgl [1], 8. 148 ff.
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Abb. 2. Veranschaulichung der Bedeutung von Afi(x)

wirtigen Zustand, der also bis anf P bekannt ist. Daraus i8¢ sich der Folge-

zustand bis aufm(g;zﬂ)} berechnen, da [d%(m), m(A4%(r))] PP ist. Daher kann man
der ersten Stufe die Kodierungspartition T, = M) = m(Al(sfs)) zuordnen., Fir
i > 1 wird m(4%n)) realisiert durch die bereits fixierten Stufen 1, ..., ¢ — 1 mit
den Kodierungspartitionen 1, ... , 7;.; und einer neu zu bestimmenden Parti-
tion 7; derart, daBl die bisher realisierte Information m{AYm)) =1y 1
zusammen mit 7, die realisierbare Information m(4'(x)) = m{A"=m)) - T, ergibt.

7 ist dann als riickgekoppelte Information ausreichend, wenn fiir ein i <7 n gilt
m(4%x)) = 0, d.h. Al 7;=10. Aus der Bestimmung der 7, geht hervor, dafl

i=1
mit [AYz), m(4%7))] baw. [Aa), 71/ stets [, 7j1,75] (1< §<3) PP
ist.

Die jte Stufe hingt also nur von Eingabesignal z, der riickgekoppelten Infor-
mation 7 sowie den Stufen I, ...,5 — 1 ab.

Bereits in [1], 8. 152 ff. - wurde durch ein Beispiel darauf hingewiesen, daB
die 7; im allgemeinen noch gréber wihlbar sind, so daB also m(Ai”l(st)) ST >
> m(A¥x)) gelten kann. In den folgenden Kapiteln werden die Bedingungen
ermittelt, dic jedes r; erfiillen muB, um als Kodierungspartition einen geringen
Speicher- und (kombinatorischen) Ansteueraufwand zu erméglichen, ohne jedoch
die Stufenzahl zu vergréBern.

Das folgende Beispiel soll die eben beschriebene Konstruktion der Realisierung
verdeutlichen.

Beispiel. A4 =1[{0,1},{1,2,3), f] mit

;f‘1]2i3u
ofzgzlz
S -

Die Feedback-Partition sei g == /172, 3] _

i) = [1,2 [ 3/ und damit AXm)=m- m{m) =12 ]3] =0;1, =psmln) =
= [1,2[3/, v, =n¢ /1,3 [ 2, 3/. Die ersten Blocke von 7, und 1, werden jeweils
mit 0, die zweiten mit 1 kodiert. Bezeichnen wir die Zustandsvariablen ebenso
wie die dazugehérigen Partitionen, so ergibt sich:

Ty ==XV T, Ty == Ty; =T Ty =Ty VT -

Da 7, = mz,) ist, hiingt 7, nicht vom Eingabesignal ab. Die Schaltung gibt
Abb. 3 wieder.
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Abb. 3. Beispiel fiir die Kodierung eines endlichen Awutomaten mit
Hilfe des Feedback-Formalismus

3. Aufbereitung der Feedback-Theorie fiir die Kodierung der Zustiinde

3.1. Der Begriff des Quotienten zweier Uberdeckungen

Die Definition des Quotienten fithrt in den Verband der Uberdeckungen.
Wir gehen daher von vornherein von solchen aus. Sind 7 und v zwei Uber-
deckungen einer Menge Z mit 7 = sz, so besitzt die Gleichung 7.¢ = 1. a.
mehrere Losungen. Mit g, und g, sind auch g, - g, und g, + g, Losungen (Opera-
tionen fiir Uberdeckungen!). Die Menge Q(r/r) = {piT -0 = s} filr v = 7w ist
deshalb abgeschlossen in bezug auf die Multiplikation - und Addition +. Folg-
lich existieren fiir jede nichtleere Teilmenge © von Q(z/r) das Supremum
sup(D) und Infimum inf(D). Qn/r) ist ein Unterverband des Verbandes aller
Uberdeckiungen von Z mitsup(Q(n/r)) = X oundinf(Q(n/r)) == Wirnennen

aeQ{n/T)
alt =ne sup(Q(:fz,/r)) den Quotienten von 7z und 7.%)

Wir wollen in diesem Abschnitt untersuchen, welche Eigenschaften der Quo-
tient zweier beliebiger Uberdeckungen z und 7 besitzt, nachdem dieser Begriff
unter 3.2 eingefithrt wurde. Z sei eine endliche Menge.

3.1. Definition. Sei R & Z x Z eine bindre symmetrische und reflexive
Relation (Vertriglichkeitsrelation) @tber Z. Dann ist

[ZIR] =p max({ Mlz,z ¢ M - [z,2'] e B})
die durch R induzierte Uberdeckung von Z.
3.2. Definition. Seien 7 und 7 beliebige Uberdeckungen von Z. Dann
heilit
fj_ = [Z]i[z.2 ]|z, 2 e ZAre g vav )]
der Quotient von ;r und 1.

3.3, Satz. Fiir beliebige o, v a8t (RfT) - T =7 - T =< 7.
Beweis. Mit g == 2T gilt

VaVe (z,2 €L —upm —llz g2 vzr-iuz’)/\z?z’) —z~z}. 1

3.4. Folgerung. t = n genay dann, wenn (7fx) v = x. |

1) Aus drucktechnischen Grunden wird oft z/r statt x gesetzt.
T
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3.5. Satz. 9.7 = 7 genau dann, wenn 7 < T und g € Q/T).

Beweis. Ausz = (nj1)-7 = ¢-7 = -1 = folgt die eine Richtung, die
andere ebenso einfach auns 3.2. §

3.6. Folgerung.
M "=

(iii) Wenn n <7, s0 —="r7=um.

. Der Beweis ergibt sich aus 3.2, 3.3 und 3.4. §
3.9. Satz. Firalle m, v, 0 gill

I
T

T

7} :g-r

Beweis. VaV2 (z, 2 eZ»z(x?;;j,gz - {z;ﬁz szgvz)w

r ’ 2N e 4 "o !
~laydveys vz?g) 2~z vz:_-;z) '”’”zn;’(le?'-r)z)"

3.8, Batz. p-7 = 7 genau dann, wenn p =< n/T.
Beweis. klar. § -
3.9, Beispiel. w=/1/2/3/4,6/5/7/,7=/1,2,3/4,6/5,7/.
Wegen
o =1{[4,6], 1, 4], [1, 5], [1, 6], {1, 7], [2, 41, [2, 5], [2, 6],
(2, 7). (3, 4], [3, 5}, 13, 61, [3, 7], [4, 5, [, 71, [5, 61, [6, 71}
ist mfr == [2,4,5,6/1,4,5,6/1,4,6,7/2,4,6,7/3,4,5,6/3,4,86,7];
® (/1) - 7 = max({{2}, {1}, {1}, {2}, {3}, {3} {4, 6}, {4, 6}, ...,
s {4, 6}, {8}, {8}, {7}, {7}, {56}, {7} }) = m.

Mit g, = /1,4,5,6/2,4,5,6/3,4,6,7/ Safriste < ¢, = njr und g, - v = 7.
Das Gleiche gilt fiir g, == /2, 4,6 /1,5/3, 7/ < /e

3.2. Anwendung des Quotientenbegriffs
auf den Feedback-Formalismus

3.2.1, Absehwiichung der Bedingungen fiir die Kodierungspartitionen

Die Ermittlung der Partitionen/Uberdeckungen 4%xm) (1 < i < n — 1) ge-
schieht fir einen Automaten 4 durch sukzessive Anwendung des Operators m
und der Multiplikation mit 7. In jeder Stufe i wird die bisher realisierte In-
formation 1, - -+ - 7;_; vervollstiindigt durch Hinzunahme eines neuen t; derart,
daBl 7, - 7y - 7y = m(4%m)) ist. Nun ist fir jede Uberdeckung o M(m(p)) = o,
d. h., zur Berechnung von mig) gentigt M (m(p)), da m({M{m(g))) = m(g). Das be-
deutet fiir die Wahl der 7, daB die Partition/Uberdeckung 7 . 1, - -+ - ;¢ fiir
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die Ermittlung der Information m(A%w)}) = m{m - 7, - - - 7;_1) mdglicherweise
ersetzt werden kann durch eine grobere mit M(m{d'm)) Z -7, - 7o
Daraus folgt aber, daBl die v; (j =< i — 1) evtl. gréber wihlbar sind, d. h., der
Speicheraufwand der j-ten Stufe kann herabgesetzt werden. Dariiberhinaus
hat man in der Wahl der 7; durch die obige Ungleichung einen gréBeren Spiel-
raum, der fiir eine solche Festlegung der 7, ausgenutzt werden kann, die eine
minimale Abhéngigkeit von den vorigen Stufen, von & und vom externen
Eingabesignal » garantiert. Das Schema von Abb. 4 soll verdeutlichen, da8

= Az} |
nn = Mm(ﬁ;}m(xﬂ - M[%m] = N{m (%)
P = e (M)
miday) = M) {;‘;[m LAY "(m (40)

Am) = Mm(azy

mA%)

Abb. 4. Veranschaulichung der Ausnutzung des #-Operators und der
Divisionsoperation. fiir die Herabsetzung des notwendigen Speicherauf-
wandes pro Stufe

durch die Wahl der 7, innerhalb der angegebenen Grenzen unter Beibehaltung
der Stufenzah! kein Informationsverlust auftritt, und in welchem Zusammen-
hang die im vorigen Abschnitt definierte Divisionsoperation Verwendung findet.
Der Begriff ,,Partition® soll auch hier Uberdeckungen mit einschlieBen.

3.10. Definition. Seien  eine fixierte und o eine beliebige Partition so-
wie ¢ eine ganze Zahl. Wir definieren den Operator N* fiir & rekursiv wie folgt
e, falls 7 =0,

MNTHe))

7T

N¥p) = falls 1> 0,

mim - Ni+l(g)), falls & < 0.
3.11. Bemerkung. Fiir i > 0 ist stets N'{p) = N(Ni~{p)) = N=1(N{(0)). 1

3.12. Notation. Sind 1y, ..., 7;_; die bei der stufenweisen Konstruktion
der Schaltung bereits fixierten Kodierungspartitionen fiir die 1. bis ¢ — 1. Stufe,
80 setzen wir fir ¢ 2= 1

Bim) =m- Il 1.

i=1

Bz ist also die an der i-ten Stufe tatsichlich vorhandene Information.
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3.18. Satz. Firi, bz 1 und alles gilt m(A¥{n)) < m(BY=)) < NF—i(m(A¥x))),
, TE— il A Kl o
solange fir alle v; (j =1, ..,i— 1) m{Bm)) =7, < I:—;(m(?)}l richtig 4st.
Ty Ty
Beweis. Wir zeigen m{4%n)) < m(BYx)) durch Induktion aber i: Fir i = 1
ist m{4Yn)) = m(Bi(w)) = m{x). Sei die Ungleichung fiir ¢ == 1 giiltig. Dann
folgt wegen 7, = m(Bi(x))

m(BYw)) = ml 7y ) Zmlmery - m{Bi ) =
= m(zn - m{B(x))) = m(w - m{A )]} = m (A (7)) .
Mit
m(Bi(:fL}) g 7’-'1 BTy SRR g Tl s s T %ﬁs‘gl(‘?ﬁ‘(ffif:)}l)_

und 3.3 ergibt sich der Rest der Behauptung. |

3.14. Folgerung. (i) Fir i = k gilt
m(A¥w)) = m(Bxm)) = NE=i(m(4%n))) .

(i1) Werden die v, wie unter 3.13 bestimmt, so ist fiir i << n — 1 [z -7 - 7j_1, T4)
PP ¥
Fiir k Z 7 erhidlt man wegen
. CfMm (4RI 1.6.(iv}
NEFL-A(f A* 7))} == NE—i (mff.-ﬁ_wﬂfi?)) =

T

o e (Ak+1(v~z)) _ e (i:m_("‘ﬁﬁi’)l) "2 W (m{4)

i n

den gréfiten Spielraum fiir die Wahl der 7,, wenn m{4*m)} = 0 ist.

3.2.2. Uber die Auswahl der Kedierungspartitionen

Im vorigen Abschnitt wurde bestimmt, wie grob die Kodierungspartitionen z,
maximal sein konnen, ohne die Zahl der Schaltungsstufen zu vergréBern. Es
folgen einige Betrachtungen dariiber, wie der angegebene Spielraum fiir eine
moglichst gute Auswahl der 7; genutzt werden kann. Zwei Kriterien sind dabei
zu berticksichtigen. (i) Die den 7, zugeordneten Speicher sollen von méglichst
wenig anderen Speichern abhéngen; (ii) Jede Ebene soll méglichst wenige
Speicher enthalten. .

Im allgemeinen sind die 7; keine Bindrpartitionen. Besitzen sie mehrere
Blécke, so sind sie in eine méglichst kleine Zahl von Bindrpartitionen,, ..., Ty,
»aufzulésent 1)

'} Man beachte, dafl bei Uberdeckungen, die keine Zerlegungen sind, den Blécken
nicht ohne weiteres eine beliebige Kodierung zuweishar ist. Z. B. ist es falsch,
die Blocke von ¥ = /1, 2, 3/2, 3, 4, 6/2, 3, 5, 6/ mit 00, 0 bzw. 10 zu belegen, da
das Produks 1; -1, = /1, 2, 3, 6/2, 3, 4, 6/2, 3, 5, 6/ der dadurch induzierten Binar-
partitionen 7; = [1, 2, 3, 4, 6/2, 3, 5, 8/ und v, = /1, 2, 3, 5, 6/2, 3, 4, 6/ griber als
7 ist. Wenn bereits eine Bindrpartition r, festliegt {bzw. 1, das Produkt von
bereits ermittelten Partitionen ist), so muB natirlich r, aus Qr/t;) sein. Fér das
Beispiel ist 7, =nr /1, 2, 3/2, 3, 4, 5, 6/ < /1, 2,3, 5/2, 8,4, 5, 6/ < /7, richtig.
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Seien sy, ..., 7, die der Kodierung der Feedbackpartition » entsprechenden

7
Bindrpartitionen mit If 7; < = und sei ¥; die Zahl der Elemente einer Menge

FECR

K. Weiterhin sei Niw S 7y, ooy Rpa Tays oe s Tigs Top oo Timay, | SO gewdhlt,
daf iHI, r,-g} PPist fir o = 1, ..., 8 {75 oy Tig .o » Ty, } heiBle relativ-optimal
TE 921‘6 5
in bezug auf {ﬂ;l,... STy Tays ee s Timty, 1}, wenn D min{V; ) relativ zu jeder
- L
anderen Festlegung {‘L’é}, ,résf} minimal ist. Die Bestimmung der v;, kann
k)

dann nach folgendem Schema erfolgen: Fiir jedes ¢ {1 <C ¢ £ k) ist cine Menge

= {37;1, ey Ty Tapsvee s Tie } mit einer minimalen Anzahl von Partitionen
i1

NE=i{m{A¥=)})

derart zu finden, daf m( < Existiert keine Bindr-

cem Logg oo 7y
NE—ilm{A*(n
partition ¢; mit m( I r) = 7 = —i-m—%——(mm{mw-é '''' ) )) , 80 sind ¢; = entier [Id (:ﬁ:(rf))]
est STy T

Bindrpartitionen g, ..., Ty, aufzusuchen mit den Higenschaften:
} 5 NE we(m{Ak(ﬁ))) .
(1} ag Tig S T T
{ii} die Teilmengen I, (o0 = 1, ..., ;) von J; mit %ﬁ( I r) < 1;, {Unab-
‘remid
hingigkeit vom Hingabesignal &} oder m-( I 1:) << 74, enthalten eine mini.
male Anzahl von Bindrpartitionent) ‘redy

Ein weiteres Auswahlkriterinum ist die Einfachheit der Funktionen, die
Ty ..., Ty realisieren.

Sind alle 7;, in bezug auf wy, ..., 75 Ty o, Tior,, , Telativ-optimal gewdhlt,
s0 folgt daraus noch nicht, daf die Gesamtkodierung optimal oder quasioptimal
ist. Einerseits becinfluBt die Kodierung der Feedbackpartitionn, d.h. die
Festlegung von 7, ..., 7, namentlich bei einer hheren Zahl von Blécken sehr
wesentlich den Aufwand. Zum anderen kommt es vor (vgl. Abschn. 3.3), dall
gerade die nicht-relativ-optimale Wahl eines (oder mehrerer) 7, giinstigere
Festlegungen anderer Partitionent; mit ¢ >> & erlaubt. Weiter kann eine
Vergroferung der Stufenzahl der Schaltung dann von Vorteil sein, wenn es
Stufen mit mehr als einem Bindrspeicher gibt {entsprechend einem 7, mit mehr
als zwei Blocken). Erlaubt man die VergréBerung der Stufenzahl X um r,
und ist 7 eine fixierte Stufe mit 3&{r;) > 2, so sind die Kodierungspartitionen
Ti—rils ..., T; Doch grober als die ursprunglichen 7., 41, ..., 7; wahlbar, wobei
folgende Einschrinkungen gelten:

(@) m (B i) = v
A’k—(i—’)(?n{Ak(n}))

cTy et Ty

i) i =
=1
fir I = j = r. Dann ist (vgl. Beweisfithrung 3.13)
m(BrHm)) £ N0 lm(A¥a) ,

1y Die Abhéngighkeit von 7;, von einer minimalen Anzahl von Variablen garantiert
noch keinen minimalen Aufwand fir die Realisierung der Ansteuergleichungen
von 7i;. Beispiel: 2,2, v 2,2, erfordert einen hoheren Aufwand als z)z,2y%,.




Feedback-orientierte Kodierung 645

d. h., bis zur i-ten Stufe ist nur soviel Information fixiert worden, daf fir die
vollstindige Realisierung eine Hochstzahl von weiteren & — i - r Stufen ga-
rantiert ist {vgl. Abschnitt 3.3).

3.3. Beispieldiskussion
Gegeben sei der Halbautomat 4 = [{0,1}, {1,2, ..., 10}, f] mit

f§1§2i3[4 5|6E7i8§9i10
0 |10 10 10| 10|10 7| T | 7 t 9
1 50 5 6| 51 6| 6| 1| 2 4| 3

Er soll iiber die Feedbackpartition m == /3,91, 2, 4,5, 6,7, 8, 10/ realisiert
werden.

B ist: miz) = [7,9,10 /4,6 /1,2,3, 5,6/ 8/;
A¥m) — [7,10/9/4,6/1,2,5,6/8/;
m(A%m)) = [1,3/2]45,6/7,9/810/;
A¥m) = [1/2/3/4/5,6/7/8/9/10/;
m{A¥m)) = 0;

Az = O;
M@O0)=/1,2,4/3,5,6/7/8/9/10]; -
Ni(e)x@z/1,2,3,4/1,2,4,9/3,5,6/3,7/3,8/3,10;

5,6,9/7,9/9,10/8,9/;
M{NY0)) == /16,10 [7—10/;
N2(0) = (16,10 /7—10/3,7,8/1,2,4,5,6,9/.
a} Eine konventionelle Lésung. ‘
7, = mfm) = [1,9,10 /4,6 (1,2,3,5,6 8/,
Kodierung: /00 /01 /11 /[10/;

Ty = /4.6,7,9,10/1,2,3,5,6,8/,

Ty = [7,8,9,10/1-6/;
Ty = [1,3,7,9/5,6,10/2, 4, 8, Kodierung: /00 / 10/ 19/;

Ty = (1,3,5,6,7,9,10 /2,4, 8/,

Tyy == [5,6,10 /14,7, 8,9/:
Ty = /1,2,4,5,7,8,10/ 3,6, 9/, Kodierung: [0 [1/;

Tog Ty < o = /[3,9/1,2,4-8,10/, Kodierung: /0100 v 1—/,
15 EIK, Bd. 9, Heft 10
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Daraus ergeben sich fir die funf Speicher (D-Flip-Flops) folgende Ansteuer-
gleichungen:

T = TyTa V &5 Tpp = &}
Tyy == T Typlag V TTpTias Tag = Taps
Ty = TygTap V XTag V FlagTyTyyTays

(Vgl. Abb. ba).

Abb. 5. Verschiedene Feedback-orientierte Lésungen des Kodierungs-
problems fitr einen Automaten {Beispiel unter 3.3). Als logische Glieder
wurden NAND-CGatter verwendet. (a) eine Lésung ohne Ausnutzung
der abgeschwiichten Bedingungen; (b) Liésung bei Anwendung des
beschriebenen Verfahrens; (o) Einfigen einer weiteren KEbene (t9)3
(d) durch eine nicht-relativ-optimale Wahl von 7, falit in der 4. Ebene
ein Flip-Flop-Speicher weg (742}
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b) Lésung nach Wahl der 7; gemiB Abschnitt 3.2.2.
1y = {1—6]7—10/, Kodierung: /1 / (/;
B¥m)=/1,2,4,5,6/3/7,8,10/9/;
m(BYx)) = [7,9/10/1,2,3/4/5,6/8/;
NH0)

L2

e J1—4,7,9/1-4,9,10/ 14,89/
/3,56,6,7,9/3,5,6,9,10/3,5,6,8, 9/
=7y = Falry) = [5,6,10 | 1—4,7,9/ 8],
Kodierung: /11 /01 /10/;
9o Ty = [5,6,8,10/1—4,7,9/:
Tes = (8] 17,9, 10];
T Tp== (5,6 /8/10]1—4/77,9/;
BYa)=m 1y 1, =(5,6/10/83/9/1,2,4/7/8/;
?71,(133(75)) ==
MTy) =Ty = [2,3,6—10/1,4-7, 10/, Kodierung: /0 /1/;
Tge == [3,4,6,9,10/1,2,5,7,8,10/,
Kodierung: /0[] 1/;
Ty = (3,9,10/4,6,10/2,5,7,8,10/1,5,7, 10/;
Ty Ty Ty <7 == [3,9/1,2,4-8,10 /, Kodierung: /000 [ 00/ .
Daraus ergibt sich:
Ty ==X Tgy = Ty; Tag = 1

(7,5 repriisentiert den Zustand 8; der unerreichbar ist);

. Ty = Ty ;
Top = TgiTag ¥ T1To1Tmr Tas V CTa1 T Tag;
{Abb. 5b).
¢) Modifikation durch Vergréferung der Stufenzahl
Wir setzen 7, == [1,2,3,7,8,9/4,5,6, 10/, Kodierung: /0O /1/;

Damit ist m{B¥n)} = m(m -7,) £ 7, .7, - 7, = N¥0), und es sind hdchstens noch
weitere zwei Stufen erforderlich.

WeTyTy=[3[1,2/4,5,6]7,8/9]10/;

1
DO o )1 4,7,0,10/1—4,8,9/3,5,6,7,9,10

Tt Ty
/3.5.6,8,9, 10/;
M(Ty) =ty = [1—4,7,9/5,6,8,10/, Kodierung: [0/ 1/;
M{Ty - Ty Ty - ) = U;

Tty ty=/1,2,3/4/5,6/7,9/8]10/;

45+
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7, =/1,4,57,8,10/2,7,8,10/3,6,9, 10/,
Kodierung: /00106 /11/;
mity) < v = /1,4.5,6,7,8,10/2,3, 6,710/, Kodierung: /0 ] 1/;
Ty = 1,2,4,5,7,8,10/3,86,9, 10/, Kodierung: /0 /1/f;
- Ty Ty =, Kodierung: /01 /00 v 1—/.
Ansteuergleichungen:
Ty =R X Ty m= Ty V ATgTa; Ty == Ty
Ty =Ty Tgp = T1TgTa V Tols)
(Abb. 5¢).
d) Auswirkungen einer nicht-relativ-optimalen Wahl von 7,.

Ausgehend von (c) setzen wir 7, = [1,2,4,7/3,5,6, 8,9, 10/, Kedierung:

011 i)

Ty Ty

Ty Ty) = [5,6,10/1,2,4,7/3,9/8] <7y <

Dadurch wird erreicht, dafl 7, - 7, - 7, feiner als das entsprechende Produkt in
(¢} ist:
Ty Ty Ty= (1,2/3[/7/8,9/4/]5,6/]10/;
T Ty Ty - Ty) = 0
7, kann nun als Bindrpartition festgelegt werden:
mity) =7, = j1,5,7,8,10 ) 2--4,6,7,9, 10/, Kodierung: /0 1/;
Ty Ty Ty <7, Kodierung: /011 /ﬁ/ ;
Ansteuergleichungen:
Ty = E Ty == Ty V XTpTaTye; Ty = Ty V Ty Tyq = Ty)
(Abb. 54).

Das Beispiel zeigt, dal der kombinatorische Aufwand bei Benutzung des
beschriebenen Verfahrens (b) wesentlich gegentber dem f{ir das klassische (a)
gesenkt werden kann. Die in 3.2.2 angedeutete VergréBerung der Stufenzahl
{¢) bringt hier nur in Verbindung mit einer nicht-relativ-optimalen Wahl von
75 (d) erheblichen Vorteil, da die Einfugung der , Zwischensbene™ 7, und die

angegebene Festlegung von 1, die Wahl eines sehr einfachen 7, erméglicht (nur
zwei Blocke gegeniiber (c), 7,5 in (¢) fallt ganz weg).

4, Diskussion

Die Anwendung eines Feedback-orientierten Kodierungsalgorithmus ist na-
tiirlich nur dann sinnvoll, wenn entweder aufgrund der Problemstellung eine
Schaltungsstruktur mit vorgegebener Feedbackpartition verlangt wird, oder
wenn es maglich ist, die Funktion 1, sehr einfach zu gestalten. In den vorigen
Abschnitten wurden fiir die Kodierungspartitionen ¢, der Schaltungscbenen die
Toleranzen ermittelt, fiir die sich die Zahl der Stufen nicht vergréiert. Dariber-
hinaus wurde beschrieben, wie die 7; in bezug auf die bereits fixierten Par-
titionen 7,, ..., 7;_; der vorigen Stufen relativ-optimal zu bestimmen sind. Das
Beispiel unter 3.3 zeigt, daB eine relativ-cptimale Festlegung der 7, und die
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Beibeﬁai£ung der durch die Feedbackpartition hestimmten Stufenzahl nicht
notwendig eine optimale Gesamtbschaltung liefert, da die noch zu realisieren-
den Schaltungsebenen nicht beriicksichtigt werden kénnen. Eventuell ist es

. - . Z -
moglich, durch einen Vergleich der Partitionen ¥, ...,y (,M(rij) 21{{ r}{'),

von denen 7, abhingt, mit anderen méglichen, aber nicht mehr relativ-opti-
malen Partitionen 77, ..., 7/, eine neue Auswahl mit " </l zu ermitteln.
Dabei darf der Zusatzaufwand zur Ansteuerung der neuen T§ nicht griBer
sein als die Aufwandsverminderung bei 7, NE~i(m{AH))

Weiter ist es zweckméfig, nicht einfach das grobster, mit v, < B e
STy e T

zu wihlen, sondern in jeder Ebene soviel wie miglich nicht-redundante Infor.
mation zu realisieren. MrerIN und CrrNvYJI [18] haben eine Abstandsdefinition
fur Partitionen angegeben, die hier Verwendung finden kann: » und t haben
einen um so gréferen Abstand, je feiner ihr Produkt (i. b. a. z und 1) ist. Fiir
die Auswahl der 7., ... ) Ty, bedeutet das, dal ihre Festlegung um so weniger

sredundant ist, je groBer die Abstdnde untereinander sind. Wird das beachtet,
so werden die BYz) moglicherweise feiner, und die 7, (/ >> ) sind gréber wiahl-
bar. Darliber hinaus besteht eine groBere Freiheit bei der Bestimmung der
Mengen 9%, und %,.

Fir grofiere Automaten erscheint es vorteithaft, das Verfahren mit anderen
Kodierungsalgorithmen zu verbinden. Die Ermittlung der relativ-optimalen
T;; beispielsweise kann durch Anwendung des in [8] vorgelegten Answahl-
algorithmus erfolgen, bei dem jeder mdglichen Kodierungspartition ihr mini-
maler ,Realisierungsaufwand’ zugewiesen wird.

Nicht betrachtet wurde die auf dhnlicher Grundlage wie 3.2 mégliche Re-
duktion der Abhéngigkeiten von den einzelnen Eingangsvariablen,

Noch ungeldst ist das Problem, ,gute” Feedbackpartitionen zu ermitteln.
In [13] ist ein Verfahren dafiir angegeben, wie alle mdglichen Feedbackparti-
tionen aufzufinden sind. Allerdings scheint es kein Kriterium fiir ihre Bewer-
tung zu geben, ohne dall die entsprechende Realisierung berechnet wird.

Die vorliegende Untersuchung wurde durch die praktische Aufgabe angeregt,
mit Hilfe antomatentheoretischer Methoden ein digitales Entwurfsproblem zu
Iosen, Ich mochte den Mitarbeitern der Abteilung Technische Probleme im
ORYZ des Instituts fiir Nachrichtentechnik fir das Interesse an dieser Proble-
matik und die diesbeziiglichen anregenden Diskussionen danken,
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Kurzfassung

Mit Hilfe eines Quotientenbegriffes fir Uberdeckungen wird die in Harrmawis/
Strarws [1] angegebene Feedback-Theorie fir eine aufwandsgiinstige Kodierung
der inneren Zustinde endlicher Automaten aufbereitet. Hs werden Betrachtungen
dariiber angestellt, wie die ermittelten abgeschwichten Bedingungen fir die Kodie-
rungsiberdeckungen bei vorgegebener Feedbackiberdeckung (bzw. -partition) und
unter Beibehaltung der Anzahl der Schaltungsstufen zu einer Vereinfachung der
Anstenerungskombinatorik der Speicher fithren kénnen.

Abstract

The algebraic feedback theory of Harrmanis and Strarws [1] is applicated to
finding economical statc assignments for finite automata using the introduced
conception of set system division. It is discussed, how the found out weakened
conditions for the assigment covers can lead to a reduction of the state logic for
any given feedback cover (or partition, respectively) without enlarging the number
of stages in the network scheme.

Pesronme

Ha ocpope NoHATUA AeleHns pasbHenyil KOUEUHHX MHOMECTE NPHMEnfAeTCH
TeopuAa obparHol oAz Xaprvadwcea w Ctupnea [1] 235 9HOHOMHYHOTO KO-~
POBAHUA BHYTPEHHAX COCTOAHMI KOHETHBIX aBToMatoB. Jlns qanmnoro pasiHeHHA
ofparaoll CBASH PACCMATPHBACTCH YHpOHIeHKE JTOTHYeCKHX QYHKIHA 3all0MHAHNAI0-
LIMX 2JeMEHTOB IIPK MOMOINY HARKEHHEX 0CJIafIedHsx YCHOBUH, TPHYeM 4Helo
CTYIeHeH CXeMbl OCTACTCA TEePROHAYANEHBINM.
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