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0. Einleitung

Zu einem groferen Problem der Praxis gehort die physikalisch-technische
Verwirklichung eines abstrakten Automaten, der fiir ein bestimmtes Problem
(z. B. die Realisicrung einer sequentiellen Wortfunktion) mit Hilfe eines Syn-
thesealgorithmus konstruiert wurde. Es gilt, dieses abstrakte System so zu
codieren, daB der kombinatorische Aufwand der entsprechenden Behaltung
(undfoder 2. B. die Fehleranfilligkeit) moglichst gering wird, Diesem Codie-
rungsproblem {assignment problem) wurde in der Literatur der letzten zehn J ahre
sehr grofie Beachtung geschenkt. Das grolie Verdienst u. a. von J. Harraaxis
und R. K. Strarys ist es, zu diesem Zweck in den Jahren 1960 bis 1966 eine alge-

) Aus der Diplomarbeit an der Sektion Mathematik der Humboldt-Universitit zu
Berlin, Bereich Kybernetik-Rechentechnik (Direktor: Prof. Dr. H. Franx), 1969.
%) Institut for Nach;’ichtentrechnik, Berlin-Sehéneweide, Rechenzentrum, Arbeits-
gtuppe rechnergestitzter Schaltungsentwurf (Direktor; Dr.-Ing. D. LocEmMaNx).
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braische Strukturtheorie der endiichen Automaten entwickelt zu haben, die die
mathematische Grundlage fir eine Reihe von Algorithmen zur maschinellen
Behandlung dieser Fragen bildet (vel [3]). Eine im Abstraktionsgrad weiter
getriebene und einer Algorithmisierung weniger zugingliche algebraische Theorie
wurde 1963 von K. B. Kroux und J. L. RuopES entwickeltl). 1964 verallge-
meinerte G. C. Bacoy [1] die von HARTMANIS [2] erzielten Ergebnisse auf den
Fall stochastischer Automaten. Fiir die Existenz einer isomorphen Dekomposition,
d. h. einer im gewissen Sinne isomorphen partiellen Codierung, werden aller-
dings sehr einschrankende Forderungen an den Automaten gestellt.

Wir werden in folgendem einen konstruktiven Beweis dafiir angeben, daBl
jeder stochastische und nicht-deterministische Automat mit endlicher Zu-
standsmenge eine homomorphe (Binir-)Codierung besitzt, also homomorphes
Bild eines ,,Netzes™ aus bistabilen Elementen ist. Dabei geben wir noch eine
Ubertragung der Sitze von Harruanis [2] bzw. Bacow [1] anf den nicht-
deterministischen Fall an.

Den AnstoB zu diesen Untersuchungen gab ein vom Verfasser im Frihjahrs-
semester 1969 gehaltener Vortrag, der im Rahmen des von Doz. Dr. habil.
P. H. Starge geleiteten Seminars ,, Theorie abstrakter Automaten stattfand
und sich mit einigen diesbeziiglichen Fragen beschiftigte. Eine Reihe von
Anregungen verdanke ich den Diskussionen, die innerhalb des Forschungs-
und Aushildungskollektivs ,,Abstrakte Automaten® des Bereichs Kybernetik/
Rechentechnik {Sektion Mathematik, Humboldt-Universitit za Berlin) gefahrt
wurden. lch mochte an dieser Stelle besonders Herrn Dr. P. H. Srarxe fir
die vielen wertvolilen Hinweise herzlich danken.

1. Stochastische Automaten. Vorbereitungen

Tn diesem Abschnitt wollen wir einige grundlegende Definitionen angeben
und die Notation festlegen. Wir beziehen uns dabei vorwiegend auf Stasxn [6].

Definition 1.1. Das Quadrupel € == [X, ¥, Z, H] heilit stochastischer Auto-
mat (kurz: 8-Automat), wenn

a) X, ¥, Z beliebige nichtleere Mengen sind und
b) H eine auf ZxX definierte Funktion ist, die diskrete ‘Wahrscheinlichkeits-
maBe iiber ¥ x Z als Werte H{z, x] hat.

Die Mengen X, ¥ und Z werden als die Mengen der Fingabe- und Ausgabe-
signale baw. Zustinde interpretiert. Der Automat arbeitet in einer diskreten
Feitskala mit abzahlbar unendlich vieien Takéen ¢ = 1,2, ... . Befindet sich
der Automat im Takt ¢ im Zustand z aus Z und erhilt das Eingabesignal z aus X,
so gibt Hlz, x) {y, #') die Wahrscheinlichkeit dafiir an, da § das Signal y aus ¥
ausgibt und sich im Takt ¢ +  im Zustand z’ befindet.

Die Uberfithrungsfunktion F von @ ist festgelegt durch

Flz, 2] (2') =t 5 H[z, =]y, 7'}
yeY
1) U. a.: KrouN, K. B., Ruonss, J. L., Algebraic theory of machines I. The maiu
deeomposition theorem. Techn. Rept. Dept. Math., Univ. Calif,, Berkeley 1963.
Vgl auch: Zeiser, H. P., Cascade synthesis of finite state machines. Inform.
and Control 10 (1967) 225228,
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Abb. 2. Stochastische Komponente

und die Ergebnisfunktion ¢ von € durch

Gz, x] (y) rmm'z‘zﬂ[z, ] (y, ') {vgl. Abb. 1).
Z €

€ heiBt Z.endlich, wenn die Men
Zustandsmenge 7 mit Card(Z) = 2
ist und Gz, x] (y) hochstens fir Y = z
durch [X, Z, F] (Abb. 2).
Definition 1.2. Es seien § —
beliebige S-Automaten. Das Tri
auf ', wenn
1)
auf Z’ sind und

2) furallez¢ Z, x ¢ X, ¥ ¢ Yund 2 ¢ Z' gilt:

Siohastische
Aombinatori

c)

2 Hiz, ] (3. 2%) = W'[{(=). &@)] (', =) -

Y ey ya* e ENzr)

{J’

.

ge Z endlich ist. € heiBt Komponente, wenn die
gleich der Menge der Ausgabesignale ¥
von Null verschieden ist. Wir notieren §

(X, Y, Z, Hlund @& = [X', V', Z', H'] zwei
vel [£, 5, {] heiBt Homomorphismus von

& bzw. 1 baw. & eindeutige Abbildungen von X auf X’ bzw. ¥ auf ¥* baw. %
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Qind die Abbildungen eineindeutig, so heilit das Tripel ein Isomorphismus von €
auf 6. Bezeichnen Iy bzw. Iy die identischen Abbildungen von X bzw. ¥
auf sich, 5o heifit der Homomorphismus Ty, Iy, 0] bow. § Z-Homomorphismus
von § auf &'

Definition 1.3. Der Z-endliche S-Automat § = [X, Y, Z, H] heibt Netz

aus den Komponenten €, . . ., §, mit €, = [X,, &, F.], wenn gilt:
1) Z=ZyX v+ X
T
9) X;= X XEBX KX X oy =g XK By Ko X g A X gy X X 2y
X
p— 7
4 : -
A 3
verz. —
z; 7, r\'t:r:'-:}.:
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™ by, 3
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Abb. 3. Der AutomatE=[X, ¥, X Z;, F7als Netz aus den K omponenten
=1

G =[X % Z; X+ X Zor By, Ty)y ooy € == [X %X Zy X+ X Zp-1s
Zigy Fpl. Fiar die Ausgabe wird eine zusitzliche stochastische Kombina~

torik bendtigh

X
N L.
[_, 4 izri'; :_: A ;
3 4 L 1 b |
5
[ :_ |
%
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Zy, F:l als sehleifenireies
i=1

(aber nicht ritckkopplungsfreies) Netzaus §,, €, Eaund €, (ein Beispiel,
chne Ausgabe)}

F
Abb. 4. Der stochastische Antomat € = {X , %
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3y Filzy, ...zl 2] (20 -+ - 20)) = ﬁ Filzsy [22, 005 B ooy 20] (20)

€ heiBt schleifenfreies Netz aus den @, falls fir i = 2, ..., n F, hochstens von
den Komponenten €, . .., §;_; abhingt.

Definition 1.4. Das (schleifenfreie) Netz © aus den stochastischen Kom-
ponenten G, ..., €, heiBlt (schleifenfreic) homomorphe Dekomposition des
8-Automaten @, falls € Z-homomorphes Bild eines Teilautomaten von D ist und

. firi =1, ..., n gilt: Card(Z,) < Card(Z).

2. Die isomorphe Dekomposition Z-endlicher
stochastischer Antomaten

2.1. Zerlegungen der Zustandsmenge eines stochastischen Automaten

In der Menge SR aller Zerlegungen einer Menge Z kénnen wir eine Halbord-
nungsrelation erkliren. Seien 7, und 7, Zerlegungen aus R. s, heiBt Verfeine-
rung von 71, genau dann, wenn fir jede Klasse N, aus z, eine Klasse N, aus Ty
mit Ny & N, existiert. Gilt auflerdem fiir mindestens eine Klasse N, aus n, die
Beziehung N, ¢ N, fiir ein N, aus m,, so heiBit 7; echie Verfeinerung von .
Diese Relationen werden durch m, = m, baw. n, < &, notiert. Damit bildet
[k, <] einen (ordnungstheoretischen) Verband, in dem wir die folgenden Opera-
tionen definieren kénnen:

Ty -t 7oy = sup (72, 7,)
Myedy = {NaNy/NyemynNyemy A Ny n Nyt o} = inflz, 7,).
Die feinste Zerlegung (die Zerlegung in Einermengen) bezeichnen wir mit 0,

%ie grobste mit 1. Der Verband {9}, -+, -}ist komplementir, aberi. a. nicht distri-
utiv.

Definition 2.1. M = {=m,, ..., x,} ist eine in bezug auf den S-Automaten
$ = [X, ¥, Z, H] unabhdngige Menge von Zerlegungen von Z, wenn
. 1) IR nicht leer ist und
2) die Beziehung Flz, x}(

n

"
N Nl-)z I Flz, 2] (N)) fir alle = aus X, z aus Z
1 te=]

und N; aus a; richtig ist.)

Bemerkung. Fir determinierte Automaten ist jede Menge von Zerlegungen von
Z unabhiingig.

Das folgende, leicht zu beweisende Lemma erlaubt die Konstruktion eines
einfachen Algorithmus zur Entscheidung dieser Kigenschaft.

Lemma 2. {m, ..., 2,) ist eine in bezug auf den 8- Automaten unabhingige
Menge von Zerlegungen von 7 genaw dann, wenn Jirl <i<n
]') {nzs'--:ni} E
2) Amisrs oo, e} und
¢ L
3) { Iy, Hnj}
d=1  j=i41

wnabhdngige Mengen sind. |§

) Vgl. Beispiel 1, Seite 306,
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Definition 2.2. a) Das Paar [n, r] von Zerlegungen von Z heilit Zerlegungs-
paar fiir § = (X, ¥, Z, H] genau dann, wenn gilt:

VaVNYMYzVe(geXAaNenAaMernz2d ¢ N+
— Flz, 2] (M) = Flz', &} (M) ;

by & heiBt Automatenzerlegung fir €, wenn es eine Zerlegung v gibt mit
¢ < 7 und [z, 7} Zerlegungspaar ist?).

2.2, Das Existenzproblem

Die beiden hier angegebenen Sitze wurden 1964 von Bacox [1] bewiesen.
Unter Berufung darauf, dafl jeder S-Automat dquivalent zu einem stochastischen
MoorEg-Automaten ist?), beschrinkt er seine Betrachtungen auf S-Automaten
des Mooru-Typs. Allerdings fithrt die Konstruktion des zu einem §-Auntomaten @
dquivalenten Mooge-Automaten &’ zu einer Vergréfierung der Zustandsmenge,
so dafl eine Dekomposition von € Komponenten besitzen kann, die ngraBer®
als € gsind. Da wir aber jeden S-Automaten in der Weise von Abb. 1D darstellen
konnen, ist es moglich, uns bei Dekompositionsproblemen auf die Untersuchung
der entsprechenden Automaten ohne Ausgabe zu beschrinken.

Satz 2.2 (Bacox [1]). Fssei € = [X, ¥, Z', H'] ein S-Automat mit endlicher
Zustandsmenge und mindestens drei Zustdnden. Es existicre eine in bezug auf €
unabhingige Menge {m, ..., 7y} von Zerlegungen von 7z derart, daf fiir
l<ign

0wl und Hoa=10
i1

gilt. Dann wnd nur dann ewistieren Komponentet G, ...,E, und eine Z-is0;
morphe Dekomposition D von € mit den Komponenten €, .. .. C

Beweis. (Man weist zundchst leicht nach, dafl die genannte Bedingung
notwendig ist. Dazu betrachtet man die Zerlegungen z; von 7, die durch den
Z-Jsomorphismus { von dem Teilautomaten D* = [X, Y, Z*% H*] von D
auf € und die Zustandsmengen der Komponenten §, erzeugt werden. Die Zer-
legung @, st definiert durch

Ty :Df{C(N(zi))iN(zz) == {Z*iz* = [Zi, e By ey zﬂ} € Z*} AziE Zt}}

Wir beweisen durch Konstruktion des Netzes D, daB die Bedingung hinreichend
ist. Die Uberfithrungsfunktion F; der Komponente

(‘Si =i [Xis LT F’l‘] (1 g i é %)

mit X, = X X7 K -+ KAy X -+ - X7, wird fir £€ {1,...,n} und N, N;¢m,
z ¢ X festgelegt durch
FiN, [z Ny, ... Ny oo NN =
7 i
M ezizen Ny, z](Ny), f&lls NN,
== Dt i=1 i=1

ein beliebiges diskretes Wahrscheinlichkeitsmal dber &
sonst.

P

1) Vgl. Beispiel 1, Seite 306.
%) CarLYLE 1968 (unverdffentlicht 1861); Buouirarew 1963; STarxE 1965,
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Damit sind die €, 8-Automaten mit Card (Z;) = Card (m;) < Card (Z’). Laut
Voraussetzung ist /I x; = 0, daher ist 1 N (bei N ¢ ;) entweder leer oder

i=1 i=1
eine Einermenge. Die eineindeutige Abbildung  von

" n
/L J— {[N s VL _/\lNi € 7, /\.ﬂlNi = g}
auf 2’ sei dann durch

TN - ., N =g LZ(Z ei{iNi)
festgelogt. Setzen wir fur [Ny, ..., N,], [Ny, ..., N,jeZ* ze¢ X

H¥[Ny oo Nod 2] (o, [Ny N =

= ol T[Ny, ..o, M), 2] (3, SN ..., NLDY)
s0 wird das System

DF = [X, ¥, Z* H*)
ein zu G Z-isomorpher S-Automat. D* ist ein Teilantomat dés Netzes D
=[X, 7, ; 7, ] ans den Komponenten §,, wobei fiir 2% = [Ny o ooy N,
% (Vi Ny Z* ye¥ und we X Hiz* l(, 2¥%) = g H¥[z*, 2]
{y, 2**} und fiir z* ¢ Z*, z%% ¢ ENZ* Hiz* x](y, 2%*) = 0 gesetzt wird.
Fir zi € ZnZ* wird H so gewahlt, daB F[z*, z] (2**) e Hn; BN, [x, Ny, ...

s N oL, NGTT(VY dst.
Es ist nun noch die Vertraglichkeit der Definition von H mit der des Netzes
und der F; nachzuweisen. Fiir z*, 2%* ¢ Z* gilt

@ L HINy, - N2, [N, V) =
e
:yg;H*{END ey Nﬂ}’ﬂ;}{ys [Ni: rrvs N,’J)
= H LW, M), 2] (3, SO, W)

— PN, ... N, x]( szv;-) ,
i=1

{71y, - ., ;) ist eine unabhdngige Zerlegungsmenge, also kénnen wir die (lei.
chungskette wie folgt fortsetzen:

— AP, .. ¥,

=HF{N,[2, Ny ..., Ny . NV .
Offenbar sind fir die iibrigen Falle die Definitionen ebenfalls vertriglich. J§
Satz 2.3 (Bacon [11). Es sei I = {7, o @} eine nichtleere Menge von

Automatenzerlegungen fiir § — (X, Y, Z', B'] (Card (Z') = 3) mit 1?]1‘" sty = 0,

Teel
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7 Aoy fir 4==j wnd m <1 fir 1<isn Ses dann M, = max (M) =
= {my, . . ., 7} und IR, die Menge aller Zerlegungen m aus I mit 7 > Ty fiir
m, € MM, Es cxistiere ferner eine Menge I = {Tsqts e o sTor o - > Tn} PO
Zerlegungen von Z' mit den folgenden Eigenschaften :

Firs+1<p=nisi
(1) RQ§TQ>O;

(2 H w7, =7y
e g

(3) M, u M ist unabhdngig in bezug auf €.

Dann und nur dann besitzt € eine schleifenfreie und Z-isomorphe Dekomposition
aus n Komponenten.

Beweis. Wir beschrianken uns wieder darauf, einen Bewels dafiir anzugeben,

daB die Bedingung hinreichend ist. — Zundchst sei W, die Menge aller 7; aus i

mit w; € 98, Ferner sei fir mye M 7 = II m. Dann ist m, - 1, = 7, und
#¢ 3Ry

daher sind [7r;, - To o) SOWIE [70; - T, T,] Zerlegungspaare fiir . Mit Hilfe von (2)

verifiziert man nun leicht die Bezichung g = Il =z~ o a= IO =n-f7.

o me ey weMe MM, =e WMoy re
Damit gilt:

{ o = I 7%, re] ist ein Zerlegungspaar . (*)
we Wik zeilip

Die Komponenten der ,.ersten Ebene** €, . . . , &, werden definiert wie folgt:

@i == Df [-X: iy Fi]

mit B[N, 2} (V) = F' [ez (z.€ Vi), 2] (N7). Diese Definition ist unabhingig
von der speziellen Wahl von z, da [7;, 71;] ein Zerlegungspaar ist. Die weiteren
Komponenten €, (s +1 =0 = n) werden wie folgt definiert:

(Sgr-m“{Xx X m K X r,rg,Fg:l
ni¢ Men iy < Hig

mit F N [# N - - - » Nonll (V) = F' [ez(z e N:in (1 Ny, m} (N, falls
n inel
N,n {} N, nichtleerist, und ein beliebiges, diskretes ‘Wahrscheinlichkeitsma8
i-1

Hiber T, sonst,

Diese Definition ist wegen (+) unabhingig von der speziellen Wahl von 2.
Die Komponenten,, .. ., €, hingen offenbar nur von ihrem eigenen Zustand und
vom exbernen Kingabesignal ab. Jede andere Komponente hingt auberdem
von Komponenten ab, die als Zustandsmenge Zerlegungen aus (M, n IWy) v My
besitzen. Das durch obige Definitionen festgelegte Netz ist also schleifenfrei.
Die iibrigen Beweisschritte verlaufen wie im Satz 2.2. §

Bemerkung., An die Menge T kann noch eine Forderung gestellt werden, die

ein minimales, nichtredundantes Netz gewdhrleistet (vgl. dazu HARTMAKIS/STEARNS
[2], 8. 100).
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3. Homomorphe Pekomposition Z-endlicher -
stochastischer Anfomaten

Die Bedingungen fir die Existenz einer isomorphen Dekomposition fir einen
8-Automaten sind sehr einschriankend, d. h., fiir einen vorgegebenen §-Auto-
maten ist es ,.sehr unwahrscheinlich®, daB er sie erfiillt. Wir werden in diesem
Abschnitt einen Satz beweisen, der garantiert, daB zu jedem Z-endlichen
S-Automaten eine homomorphe Dekomposition existiert:

Satz 3.1. Jeder Z-endliche S-Automat € = [X, ¥, Z', H'] mit Card (Z') = 3
besitzt etne homomorphe Dekomposition.

Beweis. Ohne Beschrankung der Aligemeinheit set 2 = {1,2,...,n}., Hs
selen r und s natiirliche Zahlen mit s +-r Za +1unda >r 22,2 >s5 = 2,
Dann ist r - s > n. Wir konstruieren zunichst die Komponenten §, und &,:

G:I == {XXZ% ZI’F].] 3
Cy = [X X2, Z,, )]

mit 7y = {ay, ..., a} und Z, = {b,,...,b,). Die eindeutige Abbildung
von Z; % Z, auf Z° definieren wir fiir [a,, 5,] ¢ Z;, X 2, durch

_ g, falls 1 <o <<r—1,
Hlop bl) =ped 7+ —~1, fallspg=raoc<n-+1-—r7r,
# sonst 1)

Wir legen nun die Uberfihrungsfunktionen Fy und F, fest:
Fll(lag b.l). 2] ({7, .. ., m}),
Filay, [=, b1} {2y} =t falls o’ = r,
® Flilag bel), 2] (') somst ;

F2[bo’! [:1?, ae}] (bcr’) =
[ FEllap b)), 2] + o — 1) '
I F’[?,‘([ag, b &l {fr. ..., n}) 7
= { 12 =n+ 1 —raFia, b0), 2]{{r,....0}) =0,
11 . falls o = 1 A Flalay bl), #] ({7, . .., 7)) =0,
0 sonst |

falls

D:}mit sind €, und @, S-Automaten. Wir setzen D =y [X, ¥, Z, X Z,, H]

mit I"’{{CLQ, bd]’ x} ([a‘g‘: bd’}) == Df F][afg: [z, bc}] (ag'} ’ Fz[bo! [z, a’e]} {bﬁ'}‘ Wir

haben zu zeigen, daf I ein Z-Homomorphismus von dem S-Automaten {ohne

'} Z,, Z, und { definieren rwei Uberdeckungen von 27, @, = {{1}, {2},...,{r — 1},
{ro. om}) wnd @, = {{1,2,.. ¢~ L}, {1,2 .. ,r—1,r+1},...,4{1 2,
s 7 — I,n}}, deren Produks O ist. Durch ,.state splitting”, d. h. durch eine
Mehrfachindizierung {vgl. [4], 8. 1194f.), erhalt man bei entsprechender Festlegung
der Uberfithrungsfunktion einen S-Automaten, der die Bedingung von Satz 2.2 er-
fullt und Z-homormorph auf den urspringlichen §-Automaten abbildbar ist. (Jedes
Netz erfillt diese Bedingungen trivialerweise.)

22 EIE, Bd. 7, Heft 5/6
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Ausgabe) [X, Z, X Z,, F] auf den S-Automaten (ohne Ausgabe) [ X, Z/, F'] ist.
Es mul} gelten:

F[L({a bel), 2] (v) = & )F [og, [, 6,11 ag) - Fofb,, (2, @]l {bor)-

fagr,bart € LYo
Der Beweis dieser Beziehung erfolgt unter Benutzung der Definitionen von Iy
und F,. Wir definieren nun H fir Fl[a,, bgl, #] {{ay, bs]} == 0 durch

II[{GE, ba]: -’IZ] {y: [ag': bc’]) i g [(: ( 5 7 } ( }
‘[ollay bsl) y, L{{ay, borl
- F ;b s * 5 bo' e £ - 2 g .
vi £l 0], @] ([ B Filag bol. a1 {L71 - {{{ay; b1
£ wird dadurch ein Z-Homomorphismus von D auf €. §
Korollar 8.2. Jeder Z-endliche S-Automat © besitzt eine Dekomposition aus
hochstens n — 1 Komponenten mit jeweils zwet Zustinden.
Beweis. Das Netz © wird in n — 2 Schritten mit Hilfe von Satz 3.1 kon-
struiert, wobei s stets gleich 2 gesetzt wird. D besitzt » — 1 bistabile Kom-
ponenten. || ,

4. Beispiele
Beispiel 1. Es sei gegeben der S-Automat € = [{0,1}, ¥, {a, b, ¢, d}, H]
mit der Uberfithrungsfunksion F':

O I A N B I R B N B
; i ; i o

@ gl 30 30 | 20 20 | o« | 12 8 s 3

b ‘i 42 18 | 28 12 b 8 12 32 | 48

o 3 27 7 63 | e | 18 ¢ 712 1 2 8

d ] 24 6 56 | 14 | d w‘ 45 1 45 1 5 | 5

(in Prozent)

Die beiden Zerlegungen 7, = {{g, b}, {¢, d}} und =, = {{a}, {b}, {c}, {d}} =0
sind Automatenzerlegungen von & mit 7 -m, = 0. Fir die Zerlegung 7,
= {{a, ¢}, {b,d}} gilt:
0< 1y >m mund @ -Ty=m=0.

Dabei ist {7, 7,} unabbingig in bezug auf €.

Es sind also die Voraussetzungen fiir die Existenz einer schleifenfreien De-
komposition (Satz 2.3) erfillt. Die Komponenten € = [{0, 1}, 7, F;] und
€, = [{0, 1} Xy, Ty, Fy] besitzen die Uberfiihrungsfunktionen By

0 ]{a,b} {e, d} |] 1 ‘ {a, b} ‘ {c, d}

{a, b} | 60 40 | {a,by | 20 | 80

{e,d} | 30 70 {e,d} | 80 | 10

und Fy:

[0, {a, b}] {a, ¢} \ w,dy |, {a,b}]“ {ac} | (b}
{a, ¢} 50 50 {a, ¢} 60 | 40
{6, d} 70 30 i, d} 40 | 60

o e d)] (1, {e, d}]
{a, ¢} 10 90 {a, ¢} 20 | 80
{b,d} 80 20 b, d} 50 | 50

{in Prozent}
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Beispiel 2. Man dekompiere den §-Automaten § — [{0,...,n}, 7,
{1,2,3, 4}, Himit » = 0 und F:

-

A |3 | 4
! ! l

| F 0,2 0,1 0,6 0,1

2 | 02 0,6 0,2 0

3. 03 0,5 0,1 0,1

s« | o1 0,3 | 04 0,2

Die Voranssetzungen fiir die Existenz einer isomorphen Dekomposition sind
nicht gegeben (Satz 2.2), wir konstruieren eine. homomorphe Dekomposition
nack Satz 3.1. Wegen Card {Z’) = 4 wahlen wir r — 3 und & — 2. Also ist
€ = [{0, ..., 2} X {by, by}, {s, @4, a5}, Fy]und 6, = [{0, .. ., m} X {ay, a, ay},
{by, by}, Fy]. Die folgende Tabelle gibt den %-Homomorphismus von {g,, a,, a,}
X {8y, By} auf {1,2,3,4) an;

(g bl | Tow bl | T t] | (bl [ [ ba) | (0] | o b

O T T

Damit sind die beiden ﬁberfﬁhrungsfunktionen £y und F, festgelegt:

P (0B [ o | a e [008] 6|«
i a, 6.2 | 0t | 07 a, [ 0,2 ] 0,1 ' 0,7 +enns
| 0,2 ! 06 | 0,2 @ ) 6,2 | 06 | 0,2
L a 03 | 05| 02| a |01 |03 08
in [EG’ ay] J b, l b, [0, a,] ﬂ b, ! b, H [0, a5] i‘i b, I b, -
. g b, e | by ]] 1 " T Y | 12 777
Cob s | o by i 1 0 L b il 2/3 | 1/3

Daraus ergibt sich die Uberfithrungsfunktion F* des Netzes durch:
e T S— 1 i ‘ : - S—
£ 0 tmebd | bl | (a0 | b | fanb] | et

i | [ 1

E 0.2-6 1 02.1 ) 01-6 | 01-1 ;| 0,7-6 | 0,7-1

[al,bl] . . [ -
A B R 7 7 LR 7

[ lay. by] 02-6 1 02-1 {01.6 1 01-1 07.6 | 07.1
R 7 7 7 7 7
fag, 5] 7 02 ) 0,6 0 02 o
la, 03 02 0 o 0.6 T 02 0

fa, b | %3:1  03-1 1 05-1 | 05-1 02-1 | 02.]
e P2 T e 5 T 2
| .2 . . ; . ; . .

[a, 0 212 01-1 ] 603.2 | 3-1 1 06-2 1 06.1
3 | 3 3 [ 3 3 i 3

Das Netz © = {0, ..., 1}, Y, {ag, ay, a3} % {by, by}, H*]ist eine homomorphe
Dekomposition von €, wenn noch H* entsprechend definiert wird {vgl. Seite 306),

22=
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5. Nicht-deterministische Automaten. Vorbereitungen

Wie in Abschnitt 1 definieren wir zunichst einige Grundbegriffe {vgl. [6]).

Definition 5.1. Das Quadrupel B =X, Y, Z b heilit nicht-deterministi-
scher Automad (kurz: NDA), falls

a} X, ¥, Z nichtleere Mengen sind und

b) k eine eindeutige Abbildung von Zx X in PUY X EN (@} ist.

Dabei werden die Mengen X, Y bzw. Z als die Mengen der Eingabe- bzw.
Ausgabesignale und der Zustinde interpretiert. Befindet sich B im Takt i
im Zustand z und empfingt das Eingabesignal , so ist das Paar [y, 2’} genau
dann ein Element aus h(z, z), wenn der Folgezustand z* und das Ausgabe-
signal ¥ sein kann. (Bei einem NDA liegen also nur die Mdglichkeiten seiner
Reaktion in einer bestimmten Situation [z, x] fest, wihrend bei einem S-Auto-
maten eine statistische Voraussage moglich ist.)

Die Uberfiihrungsfunktion f voo B ist definiert durch
flz, %) =i {7 3 y(ly, 2’1 € bz, )}

und gibt alle die Zustinde 2’ an, in die B in der Sttuation [z, 7] i‘ﬁaergeﬁen kann.
Die Funktion g, festgelegt durch

g(z: x} —=Df {y ia -4 ([y!zfj Gh(z, x)}=

heilit Ergebnisfunktion von B und bezeichnet die Menge aller méglichen Aus-
gabesignale y in der Sitmation [z, ]. Ferner sind durch

bz, %) =pe {2 | [y, 2] € Bz, 2)}
baw.
hz(zs 5!’,‘) =Df {y ! [y! z’] € h(z: ‘T')}

die bedingte Uberfiihrungs- bzw. bedingte Ergebnisfunktion von B festgelegt.
hy{z, x) bzw. ha(z, x) konnen leere Mengen sein.

B heiBt Z-endlich, wenn Z endlich ist.

B ==X, ¥, %, k] mit Card (Z) = 2 heilt nicht-deterministische Komponente,
wenn ¥ = Z ist und fir alle z und « gilt: y € glz, #) > ¥y = 2. Wir notieren
% dann darch (X, Z, f].

Definition 5.2. Es seien B = [X, ¥, Z, k] und & = [X', Y, Z, k] be-
liebige NDA. Das Tripel [&, 5, (] heillt Homomorphismus von B auf 8’ genau
dann, wenn (1) & bzw. 5 bzw. { cindeutige Abbildungen von X bzw. ¥ bzw.
Z auf X’ bzw. ¥’ baw. %' sind und {2) furallez’,z € Z', 2" € X,y e Ymit[y, 2"]¢
e Wi, o) gibt es ein z* € {7z} und ein y ¢ 7~Yy') derart, dab [y, 2%] ¢ Az, x)
fiir alle z € -4 7), = € £ 4x") ist. Im Falle eineindeutiger Abbildungen sprechen
wir von einem Isomorphismus sind & und 7 die jdentischen Abbildungen, so
heiBt ¢ ein Z-Homomorphismus.

Defirzition 5.9. Der Z-endliche NDA 6 = [X, Y, Z, A] heifit Nefz aus den
Komponenten B, = [Xy, Zy, fil, - s By == [ X, L, fnl], wenn gilt
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1) Zm x Zi:
el
2) 'Ximzlx A XZQ'X A XZTL:
n ~
3} f([zjav . .,Zn], ZE) = >< fi(zb {Q:,Zl, SRREI "z"]) :
i==1

B heibt schleifenfrei, falls die Uberfihrungsfunktion f; fiir ¢ > 1 hochstens
von den Komponenten 8B,, ..., B, abhingt.

Definition 5.4. Das (schleifenfreie) Netz D heillt (schleifenfreie) homomorphe
Dekomposition des NDA 9, falls B Z-homomorphes Bild eines Teilautomaten
von D ist und in D keine Komponente vorkommt, die nicht weniger Zustidnde
als B besitzt.

6. Die isomorphe Dekomposition Z-endlicher
nichf-deterministischer Automaten

6.1. Zerlegungen der Zustandsmenge
eines nichi-deterministischen Aufomaten

Es sei B == [X, ¥, Z, h] ein beliebiger Z-endlicher NDA.

Definition 6.1. Die Menge M = {m,,...,7,} von Zerlegungen von Z
heiflt unabhingig in bezug auf B, wenn fir alle z ¢ X, z ¢ Z pilt:

%
VjVNI...VN,,,(/\ Negmengedl,....n)
fe=l

n
»Ninflz,z) 22 F & ;ﬁ—_ﬂlNir}f(z,x))l) .
Definition 6.2. 1. Das Paar 2, 7] von Zerlegungen von Z heillt Zerlegungs-

paar fir B, falls fir alle Necn, Mer, zc X und 2,2 ¢ N gilt
Moflz,o)t @ MafZ,) =@ .

2. 7 heibt Automatenzerlegung fiir B, wenn es eine Zerlegung T von Z mit
7 v gibt, so daB [z, 7] ein Zerlegungspaar ist.})

6.2. Pas Existenzproblem

Satz 6.1. Zs sei B = [X, ¥, Z', i'] ein Z-endlicher NDA mit Card {(Z) > 2
und es existiere eine in bezug auf B unabhdngige Menge M = {m,, ..., 7} von
Zerlegungen von 4 derart, daf fir 1 < i < n gilt:

0w <1 wnd I,irmm{).

i=1

Dann und nur dann besitzt B eine isomorphe Dekomposition aus n Komponenten.

1} Vgl. Beispiel 3, Seite 312.
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Beweis. Wir zeigen, daB die Bedingung hinreichend ist. — Die Kompo-
nenten W, ..., B, mit
%i DI [X'i: Zi: fi}',
Xl-xXxs"zlx---x:a—x---xrzn und 2 ==y

besitzen die Uberfithrungsfunktionen f,, die folgendermaBen festgelegt sind:
Fir Ny e m; und o e X set

fi('zvb {CE, lvl: AR} E\\’Ti: ERCEE E\Tn]) =Di
(N Niem f\f(az(ze A ) x)n Ni# @},
ol

=pi falls (1 Ny o4 &

i=1

eine beliebige, nichtleere Teilmenge von 7,

sonst.

3 Nﬂ]‘

Die 8B, sind damit NDA.
Wir definieren wieder eine eincindeutige Abbildung( von Z* = {[Nl

7 n i

A Nyemn NN, # @} auf Z' durch ¢({Ny, ..., Ngl) =pet z(z e N Nf).

i=1 i=1 il
Mit der nachfolgenden Definition von & * wird das System BF = (X, F, 2% 0%] .

ein NDA und ¢ ein Z-Tsomorphismus vonr ®* anf B:
Fiar 2% 2%%cZ% 2¢ X und ye ¥ ist

[2%%, y] € h*(z*, a) —ue [{(2*¥%), y] € K({(z%), %) .
Daraus folgt sofort die Beziehung 2** ¢ hy(z*, 3) < (z*%) € Ry(l(z7), 2). DF
ist ein Teilautomat des Netzes D = [X, ¥, Z, k] aus den B, mit Z = >n< 7T
und [z**, y] € k.(z*, %) <=ps [2*F, y] CR*(2*, x) fir 2¥ e ZF, ¢ X und 3;261}’.

Ist 2% =[Ny, ..., NyJ ¢ X i\ Z%, so setzen wir
i=1
ki3 ~~
[2%%, y] € B(z*, @) <> prz¥¥e X FilNg, [2, Ny, oo N, LN DAaye Y.
i=1

Damit ist die Gleichung

Fe®, 7) = U hylz®, 2) = X fulNo [ Ny, - - LN LN

ye Yl ga=1

erfallt. Die Giiltigkeit dieser Gleichung muf noch fir z* € Z* nachgewiesen
werden, damit die Definition des Netzes und die der Funktionen f; und h ver-
traglich sind. Es ist

[N .. Wil e X filNo [ Ny oo N Nal) =

==}

- [N, ..., Nale€ >’2 {N}’EN;’em ANY nf’(nz(ze {}Ni),x)#. @}.
i1 i1
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Aus der Unabhingigkeit von I folgt weiter
k3 k) ki3 n k2
~ AWl AV AN cnng 2 nf’("'z(‘”‘E N N)”)}
i=1 de=1 i=1 i=1 =1

e HING W) € {z(gN;, G NID IV N € 2% a

NN, + . NI Ef‘(a z(z ¢ N)x)} »
i=1
=&l el ad e flllzY), o)}
= fl(z*), 2) = Uyhé(C(Z*J, )
yE
« [N oo Nole U hylz®, 2) = U hylz*, ) .
ye ¥V ye Y
Folglich ist der NDA ® = [X, Y, Z, £] einc isomorphe Dekomposition von 8. ]
Satz6.2. Essei B=[X, Y, Z, k] ein Z-endlicher NDA mit Card (Z) > 2

Es existiere eine Menge I = {my, ..., 7} von Automatenzerlegungen fitr B
derart, daff fir 1 << < n gilt: m; < 1 und I 7, = 0.
i1

Wir bezeichnen mit SR, die Menge aller in bezug auf < mazimalen Elemente
Ty, o v o, T von N und mit S}EQ die Menge aller Elemente n aus N mit w > 7ty fiir

e € MN . Es emistiere ferner eine Menge I — {Trits vy Tt von Zerle-
gungen von Z° derart, daff fir v + 1 < p < n gilt:
(1) 7, <7, > 0;

2) -1, = m,;
€ Mg

(3) 9, u M ist in bezuy auf B unabhdingig,
Darn wund nur dann besitat B eine isomorphe schleifenfreie Dekomposition aus
n Komponenten.t)

Beweis. Der Beweis erfolgt vollig analog zum Beweis von Satz 2.3 unter
Beachtung der Konstruktion des Satzes 6.1.

Bemerkung. Ist B ein determinierter NDA und {7, . oo, 1y} eine Menge von
Automatenzerlegungen mit den im Satz 6.2 angegebenen Eigenschaften, so existiert
immer eine Menge M von Zerlegungen, die die Forderungen aus diesem Satz erfullt.

7. Homomorphe Dekomposition Z-endlicher
nichi-deferministischer Antomaten

Satz 7.1. Jeder Z-endlicke NDA B = [X, ¥, Z', k') besitzt eine Dekomposition )

Der Beweis erfolgt durch eine Konstruktion, die analog zu dem in Satz 3.1
angegebenen Verfabren verliuft, — Es sei Z' = {1, 2, ..., n}, und es seien
r, s natiirliche Zahlen mit (1)s + 7 = n + 1;(2) = > r, ¢ > 1. Wir konstruieren

1} Vgl. Beispiel 3
¥) Vgl. Beispiel 4
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die Komponenten B, und B,:
%1 — D¥ [XXZZ! Zl: f}:} 1
By =t [X X Zy, Za, fol -

Dabei wird Z, = {a;, ..., 0,} und Zy = {by ..., b} gesetzt. Ist £ die ein-
deutige Abbildung von Z; X Z, auf Z° mit '
o, falls p < 7,
L@y, bel) =peyr + 0 — 1, falls p =ral Zogn-—7r-+1,
n sonst ,

<o definieren wir fiir [a,, byl € Zy X Zy:

0’:9' € fl(ag: [56, bal) “>Df Q, Ef’(c([a’gs baj): SL} A Q’ < 7
e € filag T2, b)) =o1 V7 € J (0l bel) )

by € folbg, [, @g]) —pt ¢ € f (£ bol), @) A 0" = 75
o ltget, ==  brow € falbs [%,ag) —pcv € {12, om — 7} ar v e fElagbs]) %) -
%, und B, sind ND-Komponenten. Wir setzen weiter D = [X, ¥, Z, X Zy, k]
mit
h([a'gs ba}: :Z!) == D U {Dz@'! ba']} Xhé(Iag!,bm])({:(Eae’ bo])’ x) .
[agr,borl € f{lag, bal, =)
Wir zeigen, daB { ein Z-Homomorphismus von % auf B ist, d. h., daB far alle
x gilt:
’ Ve Vy Vo Vo R, Ao (1 Sle ot =7ra
Al = (o, 0) s a2 ={[ay, bs]) A
Ay, 2] € K (([ag bal), 2} A
A [y [ay, Bel] € A([8g: Bol, ).
Wegen b, 5,1({8: bal, #) ==n1 Bitag, 5o (£ Bo)], x) geniigh es zu zeigen:

Yz Yo Vo dp’ 36" (¢ = {([ay: ba]) A [ag, Bo] € fll2e Bbel, ) A

A7 € [ (§([ag bal)s @) -
Aufgrund der Definitionen der f; (Fallunterscheidung) 1aft sich diese Be-
zichung leicht nachweisen. §

Korollar 7.2. Jeder Z-endliche NDA besitet eine homomorphe Dekompo-
sition in bistabile Komponenien.

Der Beweis erfolgt wie bei Korollar 3.2. §

8. Beispiele
Beispiel 3. Es sei gegeben der NDA B o= [{0,1}, ¥, {a, b,c}, ¥'] mit

Foyoe |

a | {8} (&
. b | {ab} | {e}

e | & | {a}



T i e vt o e et et B e e

Die Definition von f, mufl richtig lsuten:

b, € f'zcbs,[z,afj) r> T-TE £1(T([sg,.]),x) v

-

viesr+t,eenn} 0 21 (S[ag,b,] 1 0x) = 873

-
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Offensichtlich ist die Zerlegung n; = {{a, b}, {¢}} eine Automatenzerlegung
und {7, 0} erfiillt mit v, = {{a}, {6, ¢}} die Voraussetzungen des Satzes 6.2.
Wir setzen B, = [{0, 1}, =, f;] mit

fi o | 1
fa b} | {{a,B}} | {{e})
e} | {{e}} | {{m b}
Ulld %2 = [‘{O, 1} Xn]_, Tg,ffz] mit
Ao | [0 feb)] | 0] | Moadd  L{H
{a} {{b,c}} | {{a}, (boe} (bely | ((Be)} | ({4}, (b, ¢} ) (bel)
{boe} | {{a}, {b,e}} | {{b,e}} C{ibchd | {{ad)

Dannist D* = [{0,1}, ¥, {[{a, b}, {a}], [{a, b}, {b. c}]. [{c}, {b, c} ]}, H*] mit

h* 0 1
[{a, b} {a}] {[{a, b}, {b, c}]} - {[{e), (b, et]}
Ha, by, (B, e}] 4 {{e, b}, {a}). [{a, b}], {5, c} ]} | Al{el, 1, 1]}
[fc}, {b, e}l | {Heh {B )]} 1 {l{a, b}, {a}]}

ein Teilautomat des Netzes D = [{0, 1}, ¥, ; X1,, b], wobei gilt:

- 1 . "
[{a. b}, {a}] | {[{a, 8}, {b, c}]}t {[{c}, {b, c}}

Ha, by, {b,c}] | {la, b}, {a}]. [{a, B}, (b, c}]} | {[{e}, {b, c}]}

[{e}, {a}] ’\ {[{e} {a}l [{e}, {b, e} ]} CAlda, b}, {a}), [{@, 8}, {6, ¢} 1)
Hebs {b el | {[{e} {B, e}]} | {[4z. b}, {a}1}

B, ist sogar ein determinierter NDA.
Beispield, B =[{0,...,n}, ¥, {1,2, 8}, '] sei ein NDA mit » = 0 und

F ” 0 J 1
1 L)

2 H (3) l

3 {1, 2 3)

Wir setzen By = [{0, ..., n} x{b, b}, {a, @}, fi], By =[{0,...,n)%
XAty @}, {61, 8}, fo] und £:

[ ;] L R CAS I O S B O
RS I T T
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Damit sind f; und f, festgelegt:

ol wees [ es) | med

a | {epa) | dape)

a; | el o as)

foo | el | el | [Lal

by | il L b |

by 18} P by, by} !

Daraus ergibt sich das Netz @ == [{0,...,n}, ¥, {a;, b} x {6y, by}, Al mit
!5

{o, byl 1 {fy. By, [ae, By 1} !
iay, by E\ {{ass b3}, [0, By}

[ag, byl | {[arz, by}t

Lz, Bs] | { {2, bal, {og Bols {00 bede [ bel}

9, Diskussion

Die in den Abschnitten 3 bzw. 7 angegebenen Konstruktionen scheinen fir
grofe Systeme zu dulerst andkonomischen Realisierungen zu fithren, da zur
Codierung von n Zusténden n — 1 bistabile Komponenten bzw. 2% Zustinde
bendtigt werden. Es ist zu fragen, wie die Anforderungen an eine ,,Reali-
sierung® so abgeschwicht werden koénnen, dafl die Zustandsmenge nichb
wesentlich vergroBert zu werden braucht, ob es beispielsweise moglich ist, eine
der Definition von Hamrmaxis und StEARNs [3] (8. 28) entsprechende Fest-
legung zu finden, die auch den konstruktiven Gesichtspunkten gerecht wird.
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Kurzfassung

Es wird konstrukiiv gezeigt, dall sowohl jeder Z-endliche stochastische als auch
nicht-deterministische Automat eme homomerphe Dekomposition (in bistabile
Komponenten) besitzt. Damit wird eine Ergénzung zu den von Bacox [1] erzielien
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Erpgebnissen vorgelegt, die einen Algorithmus zur Konstruktion einer isomorphen
Dekomposition fiir stochastische Automaten liefern, die bestimmte Bedingungen er-
fitllen, Dieses Verfahren wird auf niché-deterministische Automaten iibertragen,

Abstract

It is shown constructively that every stochastic as well as non-deterministic auto-
maton with finite state set has a homomorphic decomposition (into components
having only two states). Thereby & supplement is given to the results of Bacox i1
which provide an algorithm to construci an isomorphic decomposition for stochastic
automata satisfying certain conditions. This teehmique is fransfered to non-deter-
ministic automata.

Pearome

Houcrpyrtrsuo LNORAIEIBACTCH, UT0 KAk CTOXACTHIECKHIl, TAK ¥ HeXeTepMH-
HUCTHTECHAN ABTOMAT ¢ ROHEYHBIM ROJIMIECTROM COCTOMIUN HMEeT roMOMOPHHYH
ACHOMIOBUIHMIO {COCTOAIIAA H3 OHCTAaGHWALHLIX HOMHOHeNTOB}. Tanmm obpasom
BACCH IYVOIMKYeTCH HOHOJHeHWe R besynsraraM noiywenHnzM Dawromos [11,
HOTOpBIE [AI0T @IFOPUTM IS KORCTDYHIM H30MOpDHON NeHOMHOIHUME Cro-
XACTHIECKIX dBTOMATOS, BLINONHAMIIMX OIpejedeHubIe VCHAOBHUA., SDTOT METO;
TIepCHOCHTCA HA HeHETeDPMUHECTHICCKUE aBTOMATEL.
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